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译者的话 


(向读完作者的话的读者说 的话〉 

我初译此书是在廿年前。廿年来，始终未敢轻信“逻辑”概 
念能从外部强行绷开。 

可是，我不在乎包装％很有点自悖其理地甚欢着拉卡托 
斯的这本书。他那只上写“数学发现逻辑”的包装袋里实实在在 
有东西，是他花了五个年头调査两个数学案例得来的几种批评 
模式、几条助探规则。五年攻下两例，空包装袋公司决不容这 
样:的低效率的。敬之者就不会恭维他才华横溢。溢出的是心血* 
还是这位拉卡托斯，后来恃才标新，不再耐心调査公理化集合 
论迻个案例，其“准经验数学观”不也乏得可以么？ 

这本书的大功劳，据译者看，是向无冲突的数学史观杀了 
一刀 9 较之科学，数学内部的冲突更难被正视，自然是数学太 
神圣了的缘故。错的便不:配本有“数学"之名，最多只能算安徒 
生的丑小鸭，呆在数学的史前期里任成鸭们调侃 * 作者叫你睁 
大眼睛。你着见了，今日的大一绫源于昨日的大混战。这里有 
猜想保卫派与反驳派之战*有内容保存派与增加派之战，有概 
念收缩派与绷开派之战，有归纳派与演绎派之战，犬牙交错， 
好不热闹。加上作者巧于理性苒造，持久战磚缩滅几幕速 决战， 
更显得扣人心弦6于是，对敎学发展臬一往无前的和平建设这 
种传统观念 * 你非打个问号不可了 * 



冲突可以促迸数学生苌，总有点费解。作者给你细讲了兀 
条理解线索中的一条 * 证明与反驳互为触发刺，协同作用于数 
学知识的革新0尽管他爱用 a 虚假性反传导原理 v 这样大而无当 
的字眼儿，其实并没有什么高深的道理。但经他点破，在助探 
论上倒也颇有些分量6他的引理并入法、多 茈多驳 法是好模式， 
不过怪物校正法、怪物除外法、例外除外法也不可笼统地归入 
违禁品6他告诉我们，助探观点不同于逻辑观点，要求数学家 
审时度势，怎么干有利于知识生长就怎么干6这是真知灼见。 
数学 (和 科学)的目标毕竟不是但求不错。若是，数学家尽可一 
味说重 t 句，或者更干脆，不张口9 

新槪念(新方法)的形成是数学史上的里程碑。在这方面， 
作者很讲了几件新鲜事情，如概念绷开式的反驳、证明生成的 
理论概念、分类和语言动力学、朴素反例与理论反例的对立。 
我一面叹服他的眼力，一面又大起疑心，不敢把概念形成全嫁 
给证明和由反例诱发的证明分析 # 看来，他举的“与球面同胚 # 和 
“单连通性 & 这两个例子正好能校正成跟他的概念生成模式作对 
的反例。按历史原貌，欧拉猜想的哥西证明不过是朴素证明6 
哥西毫不觉察他作了拓扑变换、欧拉示性数是拓扑性质，同代 
人也都相差无几。当时猜想和证明速到了画框、环形面的反驳， 
但朴素的证明分析投有得出表述新引理所需要的上述两大概 
念，人们反而求助于“坑道' “内隐多边形”这等朴素的术语， 
作了例外收容式的蹩脚处理(见本书第1⑽页注① ）* 拉卡托斯显 
然说不清这两大概念的诞生过程，只得指派一个至少不比梅比 
乌斯、李斯丁、黎曼拓扑意识少的教师来作拉卡托斯想象的理 
论证明分析。这位教师的“发现”，与抄袭无异6总之，说到槪 
念形成，我总感到尚有数不清的未解之谜 * 经验主义解释很荒 
唐，准经验主义解释同样无法令人满意*虽然一强调例子，— 



强调反例，基本精神都是只从理论的非理 论的* 底部 v 来看理论, 
从不离这个雷池。 

拉卡托斯精采的历史考证不尽可信6附录一中的故事，在 
非标准分析创始者阿•罗宾逊指出哥西用无穷小方法之后，他 
立刻出了故事新编(见《哥西与连续统我看不了法文书，不 
知他的哪一个版本算1&84式地攻 写*% 历史研究有很实在的困 
难，光挖苦庞卡勒、贝尔也无济于亊。反摩登化的也难免搞摩 
登化，怎么回事呢？ i 

数学家坡亚振兴助探论，意在数学。哲学家拉卡托斯将助 
探论的刀尖由推测移向证明和反驳，廉近项庄舞剑了。他想逼 
数学转入波普尔替科学设计的轨道，叫作“批判的或有一失主 
义' 在他口里，“或有一失”是“必有一失”的同义词6所以，在 
我眼里，他的数理哲学终究要算一种病例。这种病不易 定名。 
叫 # 怀疑主义”吧,他说不害他这种病还不可能对怀疑主义有免 
疫力哩。叫“无政府主义”吧，他又踉法伊尔阿本德划清了界线。 
无以名之，只得暂用一极长的摹状词 I 因穷于应付假想反例过 
度兴奋、过度疲劳所致之乐观主义绝望症。他患病不可只归咎 
于波普尔4另有一层病因，是他自己恨不得把批判性化为辩证 
法的唯—守护神 # 这就得讲到他的身世。 

这个生于1抑2年的匈牙利人， 19 S 6 年跑到英国去了 * 其间 
有一段政治经历*反对法西斯，参加共产党，在教育部当高级 
干部，被捕，获释。四十年代后期，他写过宣传马克思主义、批 
判物理学唯心主义的文章 t 他讳谈往事，大约始于即将取得剑 
桥博士学位的前夕。后来他的自述说他近四十岁进入波普尔的 
磁场、放弃了“黑格尔主义”，这话全然不合事实。就在他当博 
士的前一年，他还在引波普尔为唯物主义的同志，还在反问为 
什么他该放弃“从马吏思主义学来的心爱的观念％指的是相对 


• 5 ♦ 



真理学 说。 那时他正竭力把波普尔的批判主义引向极端，不但 
搬进丁数学，而且劝波普尔跟他一起改窣自悖其理的“无奇不 
有主义”(译者命名)，即 4 一切有穷长的全称陈述在宇宙间总有 
反例弋同时，据他的看法，非如此不能与“真正马克思主义的猜 
神”相符（见 I 960 年的发言稿《论必然性，尼尔和波普尔》)。糝 
离奇的，但离奇恰恰能解释他在数理哲学上的那套枇判化的辩 
证研究纲领。让高踞于形式主义天堂的数学下凡,满足不了他的 
批判欲。他立誓将数学直拖进永无休止的大批判的地狱。在他 
看来，一定得由他核正了数学理性无力核正自身，才反而能建 
立“认识论上的乐规主义％至于如此奇谲的概念拓扑变换，数 
学家们是瞠目结舌还是五体投地，他从不挂心。批判家是只图 
快意的。 

拉卡托斯分两步实行他的纲领。第一步谈非形式数学，论 
a 证明不证明见 本书* 第二步谈形式数学，论“基础无基础％ 
见论文《无穷回溯与数学基础》、《经验主义在近期数理哲学中的 
复兴》。 

从改进、解释、刺激人提新问題的角度来看不证明的证明， 
确实很有趣。哥伦布误抵美洲，不该被烙上金印 & 可是，发现 
了他的印度一也许位置、版图、风俗人情跟他预想的不大一 
样^—的数学家，为什么就该让拉卡托斯烙上金印呢？任何时 
候，数学家决不会在他的证明后头写上“诸证未毕、仅供批判” 
八个宇的。不写未必即是教条主义者，或许只是怀有一种健全 
的信念：我虽无能，数学究竞不是宗教，一直有良好的自我娇 
正能力，因此，不证明的证明可以经有穷多次改进（包括理论 
框架的革命)之后变成在证明的证明，尽管它不是终极证明，毕 
竟已释后者的某种完全严格的实现，就是说，只要概念不变> 
证明中的数学 引理和 逻辑原则不可能假。我相信，数学很早就 



有本事将一批秕不证明的证明在这种意义上转化为在证明的证 
明，而且这些证明的产品越来越不平淡。当拉卡托斯批评欧拉 n 
庞卡勒定理的代数拓扑证明时，其实已经技穷了。他连一个逻 
辑反例都想不出来，只好说某公理是约定、某定义有怪物除外 
背景或整个代数拓扑太抽象。言之有理*可惜算不上批评 * “反 
璞岿真”有背数学生长的规律^ 

拉卡托斯的证明论里暗藏着全称命鹿与存在命真与假、 
证明与反驳的不对称性6全称猜想的反驳相当于其反例的存在 
性证明。^出的反例经常不是硬梆梆的，关于它是个反例的证 
明也往往 k 分解成一组既不完备又不确实的引理。 A 想入非非” 
的反例，如单锎多面体 * 如无导数连续函数，如皮阿诺曲线， 
如哥德尔不可判定旬，更儒要异常 41 矫揉造作' p 的理论构思，杏 
则断然绷不开弹性很小的概念。况且还有不举反例的纯存在性 
证明，直觉主义者持异议，其他数学家也多少存戒心。这些都 
是拉卡托斯谈他的反驳所会碰到的困难 * 他却徉作不知，偏要 
以 # 反驳在反驳”强撑“证明不 证明' 

拉卡托斯的基础论立足于他的大大萎缩了的证明论，他利 
用形式化的恰当性无精确准则这个事实，断言形式理论有潜在 
否怔物，在非形式理论中，非形式理论有潜在杏证物，在其自 
身的底部中。而如杲理论是一致的 * 不存在逻辑杏证物的话》 
他便说仍可以有匹克威克意义上的助探否证物，即我辈俗人所 
谓非否证物。他宣布，反驳的决定性作用本来不在于反驳，在 
于把问题转移到更重要的问题上去。至此，他仿佛放弃了原证 
明论的基地，又安全转移了，但也只是“仿佛”而已*擅长运动 
战的哲学，横竖是不好对付的。 

好在拉卡托斯的错话不是蠢话。谁又能不说错话呢？但我 
愿奉劝数学界渚公，也不必因蠢话听得多了便怠慢了数 



理哲学。高斯无论如何有罪”，贝尔特拉米 * 愚蠹到无与伦比”, 
赫尔姆霍兹象“俄国村妇想扮法国话说得极好的贵夫人来出珂 
头”……这些话乃是学识渊博的车尔尼雪夫斯基给非欧几何下 
的评语。他承认“我不懂也不想懂 数学” ，谦虚而诚实 & 他是自觉 
“我必须谈 v 我不懂的东西才说蠢话的。宽恕哲学家吧，数学中 
哲学问题的难度确非局外人所能想象。记得我初学数理逻辑的 
时候，曾经问我的老师王 宪钧： 当代数理哲学家里哪些人是数 
学家？他的回答真千脆< 没有一个不是！如果不放宽尺度去收 
容例外，比方说某些数学史家，我想，这话是对的。 

拉卡托斯是数学史家，所以他这本病态的书才不使数学家 
个个生厌吧。修改一部稚气十足、错漏百出的旧译镝则不胜其 
烦。终于改完，要感谢上海译文出版社的热心和耐性，有若干 
疑何，分别由齐民友、康宏锦和沃勒尔教授帮忙解答了。非洋 
人不援洋钶，仅仅出于我们中国人的感恩之心，我也必须把这 
本书献给我的夫人徐增绶 & 

康宏逢 

1985年11月20曰 


校后补记 <1987 年 3 月） 

这部译稿自然也是大 a 可反驳的”，编者同志可以作证。他 
们帮我发现(不是 # 消灭”）了若干错误，我谢谢他们 * 我还没有 
脱离“试试错错”的阶段，以为不宜过早脱离 • 




编者的序 


1974年2月 2 B , 我们伟大的师犮伊姆笛 * 拉卡托斯出人意 
料地去世了。当时，他还照常在为许多学术规划操劳着。就中 
最重要的一项,.是出版《不列颠科学哲学杂志>>1963—1964年分 
四期刊载的他的光辉短论 《证 明与反驳》的増改本。拉卡托斯久 
已签了这本书的合同，却推迟出版，朌望能把短论作些更正和 
进一步的改进，再添些扎实的材料。由于他的兴趣转向物理科 
学的哲学，这件工作大大耽搁了。拖到1973年夏天，他才终于 
下决心动手出版。那年夏天，我们分头同他商量过出书计划。 
尽管境况起了可悲的变化，我们还是设法编成了一本尽量接近 
拉卡托斯预想的书。 

原短论《证明与反驳》成了本书第一章6除此之外，我们收 
进了三个新项目，首先是在正文中添了第二章，讲的是庞卡勒 
给笛卡儿-欧拉艚想作的向量代数证明，底槁系拉卡托斯1961年 
剑挢博士论文第 二章 〆 原短论 《证 明与反驳》系博士论文第一章 
经大童更正和改进的稿本。）博士论文第三章在这里变成了附录 

内有多证多驳法的又一案例研究，讲的是哥西给“任何连续 
函数收敛级数的极限本身也连续”这个定理作的证明 * 念过《证 
明与反驳》的数学家常常表撂一种怀疑》拉卡托斯所描述的证明 
分析法也许适用于多面体研究，那是个 * 靠近 经验” 的科目，反 
例不难想见，但对“真正的”数学来说也许就不适用了 * 有了正 
文隼二章和附录一,这神抒疑想必会减少 * 第三个增添的项目 



是附 录二， 底稿也是博士论文第三章的一部分，谈到了他的主 
张在数学的发展、叙述、教学方面的后果， 

拉卡托斯延迟出版的理由之一是，这批追加树料虽然对他 
的主张有不少新的充实和发挥，但他承认有一些还需要进一步 
斟酌、进一步作历史考证。论及哥西和富里叶的材料（见于附 
录一)尤其如此。我们也明知这批材料有若干迪方难懂和含糊》 
明知有所省略。然而，我们觉得不该改变拉卡托斯手稿的内容 * 
至于要对这批材料加工补遗，-我们两个又都没条件补上必不可 
少的又长又详的历史考证。事情明摆着*要么根本不发表这批 
材料，要么以未定稿的形式发表。我们决心选择后一方案。我 
们觉得这样做好处很多，也希望这会刺激别的学者在必要时去 
扩充和改正。 

总之，我们认为无杈变动拉卡托斯材料的内容/即使是我 
们深信他的主张变了的那些部分 & 所以，我们只限于在编者按 
语里指出，假使现在由拉卡托斯自己发表这批材料，我们要设 
法劝他改哪几处，以及(这常常是一回事)我们相信他会玫郦几 
处* (不言而喻，从写完博士论文到去世的十三年间，他的学术 
立场变得很可观。他的 [1970] 里解释过他在总的哲学见解上有 
嗛些大变化。应当提一提，控卡托斯认为，他的科学研究纲领 
方法论对他的数理哲学有重要的义菹0 

我们处理行文问题的办法是，保留拉卡托斯本人发表过的 
材料（即正文第一章)，几乎完全不变（仅有的例外是少数误印 
之处和明显的小错)。然而，以往未发表过的材料，变动还是相 
当大的一不过，再说一遍，只限于形式，不涉及内容 * 既然 
这种做法似乎頗不寻常，恐怡还是辩解几句为妥。 

拉卡托斯始终十分留心他要发表的一切材料的行文，发表 
之前总要在伺事和朋友中间广为散发，供人枇评和提出改进的 



建议 6 我们确信，这里首次 发表的 材料，他也会这么办，而且 
他所作的改变比我们敢作的还要厉害。我们由亲身体验深知拉 
卡托斯为尽量清晰地表达他的主张花费的苦心，这就使我们有 
义务尽力设法玫进这批紂料的 行文。 毫无疑问，要是拉卡托斯 
本人修改过底稿，这些新项目就不尽是眼前这个样子。不过，我 
们自觉跟拉卡托斯够亲密的了，在他以往某些出版事务中涉入 
得也眵深的了，可以作一次持之有据的尝试，把材料润色到接 
近他自己的高榇准的地步。 

有机会把拉卡托斯学方面的某些重要著作编成这个 
版本，我们很高兴，因为，借此也可稍稍 拫答他 在学术上和私 
交上给我们两人的恩惠， 

约翰 ，沃勒尔 
伊利 * 礼哈尔 



作者引言 


当一种强大的新方法脱颖而出之后，研究新方法能胜任的 
那些问题的部门进展疾速，风头出足，其余的问题越来越受冷 
落，甚至被遗忘，再研究就会遭到蔑视，这种情况在思想史上 
是屡见不鲜的。 

在本世纪，由于元數学生机盘然的发展，数理哲学中似乎 
已经出现了这种局面。 

元数学的对象是从数学得来的一种抽象，经过这种抽象, 
数学理论被形式系统代替，证明被特定的合式公式序列代替, 
定义被“理论上多余”但“排印上方便”的“缩写手法”代替。0> 这 
种抽象出自希尔伯特的设计，为的是备置一套强大的技术，好 
去探讨数学方法论的某些问翅。同时也有元数学抽象视野以外 
的问题。与非形式 ( inhaltliche ) 数学及其生长有关的全部问题, 
与解数学题的势态逻辑有关的全部问題，都要归入这一类。 

数理哲学中有一猓动不动就说数学和它的形式公理化抽象 
(以及数理哲学和元数学)是一回事，按我的用语，这叫形式主 
义”学派 # 要找形式主义立场最直率的自白，卡尔纳普 [1937] 里 
便有一例。卡尔纳普强行要求 t 哲学应当被科学的逻辑所 
取代……% ( b ) “科学的逻辑不是别的，只是科学语言的逻辑 


© 丘奇 [1956], 八第 76—77页。也参见皮阿诺 [1894], 第49 页； 罗 素和怀 
恃海 [1910—1 S 13], 1,第 W 页。帕斯卡 [1659] 中制订的那个欧几里捋纲领要臻于 
完备，这是不可少的一步 i 参见拉卡托斯 [1962] ，第15&页* 




语法…… ' 00 “元数学 a 是致学语言的语法 v (第页和第 
9页）。一句话，数理哲学应当被元数学所取代 & 

形式主义割断了数学史与数理哲学的联系，因为，按照形 
式主义的数学概念，数学原没有历史 & 据罗素的措辞“浪 8 T 
而立意庄重的评语，“自古以来头一部论述数学的书”是布尔的 
《思维 规律》 ( WS 4 年)，①这话任何形式主义者大体上都会同意 
的。形，式主义否认了大多数过去公认的数学有资格叫数学，于 
数学的生长也就不能置一辞。形式主义的天堂里面，住着天 
使般的数学理论，凡间不确实性的种种污迹洗刷得一干二净 * 
“创造”期的数学理论固然一概不准入内， a 批判”期的也很难 
有哪一个容许破例^话虽如此，形式主义者照例给堕落的仙子 
留一扇小小的后门：有些“数学与非数学的混合物”可望获准， 
如果居然能找到形式系统“在一定意义上容纳了它们(柯里 
[19 S 1], 第 S 6— 57页谨守这类条规，牛顿不得不等上它四个 
一百，，一直要到皮何诺、罗素和蒯因把微积分形式化了，这 
才帮他挤进了天国。狄拉克比较走运。他尚在人世， J •施瓦茨便 
摇救了他的灵魂。这里或许也该提一提元数学家自悖其理的窘 
境： 拿 形式主义乃至只拿演绎主义的榇准来童，他也算不上诚 
实的数学家。因为，据狄厄多内的高谈阔论，以公理化格式叙 
述自己的推理乃是“任何夸串 f 考孪笮#的数学家肩负的绝对 
义务％ ([1939]，第 22 S 页, 是“加的 *). 

屈居当今形式主义治下，人们不得想套用康德的名句 * 
缺少哲学的指导，数学史变成了肓琴哕历史^不理睬数学史上 


①罗素 [1901% 这篇短论也曾作为罗素 [1913] 第！ 5 章重新发表，题为 w 数学 
与形而上学家 ' 引文可见于企鹅公司 1953 年版第了 4 页。在 [191S] 前言里 * 罗索说 
起过那篇短论的 “ 语调多少要用编者恳求我把文韋写得 . 层 ■ 酿一点 ，才好解 
释、 

% . • ' k - 

! 2 t 




最引人入胜的现象，数理哲学变成了孛 f 印哲学。 

“形式主义”是逻辑实证主义哲学堤9据逻辑实证主 
义说，只有“重言的 v 或经 验時陈 述才有意义。非形式数学既非 
“重言的”又非经验的，它必^无意义，纯系无稽之谈。①逻辑 
实证主义的教条对舉爭 丰芩攀 a 哲学都是有弊而无利 . 
本短论的目的贏学论的某些问题6我用的 •方 

9 • JP , * » 

法论” 一词的涵义，近乎坡亚和伯奈斯的 # 助探论 9 伽11由说)<1>, 
也近乎波普尔的“发现逻辑”或“ 势态 逻辑” 时下强征“数学 
方法论”出任“元数幸6同义词的敕令，无疑有形式主义气息*这 
足以证明作为專现逻辑的方法论存形式主义数理哲学中无存 
身之地④。据形式主义者说，数学与形式化数学是一回事4可 
是，在形式化理论里，你能窣枣什么呢？两样东西。箏了，一 


①据图开特说 ， 哥徳尔句无金义 （[1950], 第129页） * 图开特是在驳斥考 

^ 考丕声称，荀徳尔句既是先验真理而又不是分 析的， 它就驳倒了先验其理 

的分析论 <[1949] 和 [1950]) * 都没有注意，从这个观点看 * 哥德尔句致 

特的禀性正在于这类定理是非形 式敷拿 的定理，因而他们其实_在就某一特例 i 寸 

论非形式数学的*性《 . : 

© 坡亚[1945]，尤其是第102页，也见 [1954], [ W 62 a ]: 伯奈斯 [194 T ], 

尤其是第1灯页。 , 

© 波普尔 [1934], 然后见于 [ W 45], 尤其是第90页(或第4版 [ W 62： N 第 9 T 

页)；也见 [195 T ]， 第 MT 页以下 * ' 

® 例如，可以举塔尔擗基 D 9 S 0 a ] 和 [1330 b ：! 为证，前一篇文章里，塔尔斯 

基用“演绎 科学” 作 1 ^形式化演铎科学”的略语。他样:"形式化演绎学科形成元 

数研究领域，大致相当于空间形体取成几何学的硏究领域，后一篇文鞏里，却 t 

绐这种合常识的提法来了十离奇的扩张主义歪曲：“濱绎学科构成演铎科学方法论 

的对象，差不多相当子空间形侔构成几何学 的对* U . 动物构成动物学的对象。自 

然，并不是所有演绎学科郜纳人了适合作科学研究对象的形态。例如，凡是缺乏确 

定的逻辑基轴，没有准确的推论规則、用照 ㈣ 有歧义的不播确的会话语汇来表述 

其定理的，一句话，凡是未形式化的，鱿不 适合。 因此，元数学研究只限于讨论形 

式化演择学科，荜新之举 在于： 前一提法只说，元数学的对象是形式化演泽半科 i 

后一提法则是说*全因为非形式化演绎学科根本不适合作科学研宄对象，.才使得 

元数学的对象只限于形式化®绎学科 •： 言外之意，形式化学耔 均卑 前期不雔作科 
^ ^ s 




台程序设计得当的图灵机花有限时间能解的问題(如，被当成证 

明的某物是不是证明?），你能发现它们的解。可惜没有数学家 

有雅兴把这类判定程序定死了的干巴巴的机械“方法”搞到底。 

第二，还有些问題（如，在不可判定的理论中某公式是不是定 

» * 

理?），你也能发现它们的解，可你就只好以 〃无 法驾驭的顿悟 
和好运气”这种“方法”为向导了。 

可是，活的数学还不至于这般凄惨，不倒向机器的理性主 
义，就得倒向瞎朦的反理性主义,@向带寧尊数学作一番调査， 
会得出一套丰窗多采的供务实数学家用的势态逻辑，既非机械 
的又非反理性的势态 逻辑， 不过，这不会被形式主义哲学承认， 
想受它激励就更别说了。 

不批判形式主义，不摒弃形式主义，不可能发展数学史和 


学研究 对象， 芎不象动物#的史前期似的可以戍为科学得很的进化论的对象 * 谁 
也不怀疑，关于数学理论的某些 问霣只 有把它形式化了才能探讨，一如关于人的 
某些问應（比方说人体解剖学闷邂）只有等人死了才能探讨。可是，很少有人会由此 
推 ife 人只有 w 纳入了‘死的_形态”之后才*适合作科学研 S 对象 S 因此生物学研 
宄只限于讨论死人诚然，如果在早期解剖学的光荣年代里有位维萨留斯的狂热 
门徒，眼者強大的新式外科术脱潁而出了，还 S 说生物学和尸体肢解是_码亊 • 我 
也不致大惊失色6 

除了形式系统以外，还可能不可能有某种别的方法论 * 塔尔斯基是持否定态 
度的 • 在 [1941] 前言里，他详细讲过他的态度： “ _部经验料学方法论的教程…… 
大抵只得以估价和批评一些不经久的揣淛和不成功的尝试为限％浬由就在于经验 
科学不科学。因为，按塔尔斯基的定义，科学的理论 应当; 被断定了的陈述根据 
一定的规則排列而成的系统"。 

⑤形式主义哲学最危险的玫浪习气之一 就是： （1) 先计对形式系统说 A 件 
么, 说得 挺对； （幻然后说这话适用于数学％如杲我们承认敎学應形式系统 ft 
_回亊，也还箅说 得对； （3) 再往下就来一个偷换询义，按普通滿义来用 41 数学 ff 
这 个字限 JU 芷是这个缘故，撕因才说 ([1&51 J , 第87页)："数学家是 It 无法驾® t 
的银语和好运气矇中他的证明,但亊后别的数学家可以核査他的 证明、 "这反映着 
数学中典型的慵景、不过，核査普通的（非形 式的) 证明常常是一件很棘手的没准 
敢的亊淸：矇中 1 ■过嫌”也很得有点«和聿运，并不亚于矇中证明：发现雅形式证 
明里的 "过银 ”有时也许 R 花几十年，如果不是几百年的话 * 




数学发现逻辑，即数学思想的系统发生学和个体发生学。 © 
但是，形式主义数理哲学根子很深。它是教舉丰冬数理哲 
学这条长链子上最新的一环。教牵主义者与怀疑主义 i 之间的 

•% t » 4 * v » 4 # ^ 

辩论已有两千年以上 4 教条主义者认为，靠我们人的理智和（或） 
感官，我们能得到真理，也能知道自己已经得到真理。怀疑主 
义者相反，要么认为我们不能得到真理（除非借助于神秘的体 
验)，要么认为我们不能知道自己能否得到真理或自己己经得到 
真理。在这场论据一再翻新的大论战里，数学一直是教条主义 
者引为骄傲的堡垒 * 每当一代数学教条主义陷入 “危机 '自有 
新的翻版再度来供应真正严格的、真正终极的基础，于是数学 
又恢复了权威在手、万无一失、不可反驳的形象，又俨然是 # 一向 
讨上帝欢心,使他愿意賜福人类的唯一科学”了（霍布斯 [16 SH ， 
第 is 页) 。大多 数怀疑主义者听任教条主义认识论手里的这座要 
塞坚不可摧。 © 挑战现在才撕姗来迟_ 

这个案例研究的核心是向数学形式主义挑战，还不是直接 
向数学教条主义这个根本立扬挑战 * 它的目标不高，只想抓住 
一点将文章做透：非形式、准经验数学的生长，靠的不是单调 
增加千真万确的定理的数目，靠的是用玄想和批评、用证明和 
反驳的逻辑不停地改进推测。然而，既然元数学是正在疾速生 
长的非形式、准经验数学的一个范例，本短论也要含蓄地向 
现代数学教条主义挑战*当今数学史学者在他自己的领域内也 


① 庞卡勒和坡亚都建议，研宄智 a 的发展，允其是研 究数学 ws 的发展 * 要应 
用 M 克尔的个体发生史重演系统发生史这条 “根本 的生物发生律”（芘卡勒 [1^033 
和坡亚 [1962 b ])。 引用庞卡勒的话： <动物学家坚持动物的胚胎发育大体重演了它 
的历代祖先纵寅若干地质时代的全部历史〃看来智意的发展也一样……由于这个 
緣故，科学史理应成为我们的第一向导叹笛尔斯特德权威译本，第437 页夂 

② 数学在教条主义者与怀疑主义者的争沦中起的作用，我的 [1962] 里有所 
讨论，可参见* 



会辨认出这里描述的模式， 

用对话体想必才能使这个故事的辩证法传神1我讲这个故 
事， 意在写 出某种學舉 毕亭寧寧“荜停”与 坤早卑 |專$峥垠丰呼 
丰時 | 毕卓牟专項 呼摩， 质 y 木事单呼毕卑 枣零卑 寧垮峥春热士 
寧琢華分. 
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第一章 

1. 一个问题，一个猜想 


这场对话发生在一间假想的教室里。班上的人迷上了一个 
多边形的顶点数 v 和棱教 e 之间有一种平淡无奇的关系， 

* » * 4 * 

就是棱和顶点一样多或^ = 4多面体——特别是 莩事® 荜一 
的顶点数 V 、棱数 E 和面麫 F 之间有没有某种类似^ 关系？ 前面 
那种关系使我们能按棱数(或顶点数)给 孝毕攀 分类，把它们归 
入三边形、四边形，五边形等等 * 类似士关系会有助于给李寧 


谇分类 • 

试了多次，又错了多次，他们才注意到，对于所有正多面体 
V-E + F -2.® 有人準碑 I ,这也许对任何多面体都适用。别的 
人试着否证这个荦舉，使出许多不同的招数去检验，它都 一一 
应验了*这些结 果卑窣 ( corroborate ) 着猜想，暗示着它可能 
勞得了，诸位呢，就+ 是在这个节骨眼上，在莩呼阶段和荦 寧阶® 
ii 去之后，跨进了教室教师剛想聿出一+荜^ 

2, 一 个证明 

教师:上一堂课，我们得到了一个有关多面体的猜想，那就 
是，对于所有多面体这里 F 是顶点数， E 是棱数， 


F 是面数，这个猜想，我们用形形色色的办法检验过了，但是还 



没有征 明。 有谁找蓟了证明么？ 

学生西格马，起码我得承认，我还没能设计出这个定理的 
严格证明“•…然而，在这么多的情况下确定了它真，就无法怀疑 
它对任何立体都应验。总之，这个命题似乎有了令人满意的实 
例论证 ® 不过，假使您有证明的话，请您让它亮个相吧。 

教师：实不相瞒，我有一个。这便是下面的思想实验。寧一 
步*让我们想象多面体是空心的，有一层薄橡皮做的表面 。 i 


①最先被欧拉 [1 T 明 a ] 注意到。他原来的问阈是要给多面体分类，编者提要 
指出了这难在哪里:“在平面几何里多边形 (florae rectilinear ) 很容易按边数 
(当然永 远等于角数)来分类，在立体几何里多面体 (corpora hedris planis inclu - 
sa 〕 的分类问 鹿要难 得多，因为光看面数不足以达到目的， 

欧拉能得出结果,秘诀全在发明顶点和棱的概念是他失一个指出，除面麩之 
外，多面体表面上点和线的数目也决是会的(•拓扑)特征。有趣的是，他一面竭力强 
调他的概念框 铤的# 赖/强调他非发明"狀如" （梭〉 这个术语来代替老的 " latus " 
(边)不可，因为 la 扣 s 是个多边形概念，他想要的是个多面体概念 * 一面还沿用％ ngu - 
lus sc ! idus ,+ (立体角)这个术语来指他的呈点状的顼 点。 近来一般人都承认这项 
结果的优先权在笛卡儿手里。此说的根据是笛卡儿的一份手稿[约1於幻，系 1675 
—16 T 6 年由莱布尼茨沙自原镐， 1 S 60 年由德卡瑞尔苒度发现扣 发表， 按理说，不 
作点小保留，优先 K 不能让给笛卡儿。不错，笛卡儿说过平 S 角数等于 + 

他的♦揞面数， a 指立体角数 * 不错 * 他也说过棱 （ Utera ) 数是竿面角数的二倍 * 
这两句话一联+当然就得出欧拉公 式了。 笛卡儿却悟不出该这么干 * 因为他照旧 
只萆(平 巧气立体) 角和面想问題，不曾釆一次自觉革命，转变到0维顶点，1维棱 
和2维面的械念，而完满刻划多面体的拓扑特征正是以这箜槪念为既 必要又 充分的 
基础。 

® 欧拉由种种推断着眼把这个猜想周周到到检验了一番。他核查过 S 对梭 
柱诹 * 校锥体等等是否成立。他本可以苒加一条，正则物体只有五种”也是这个猹 
想的一个推断。另外一个推断是_‘四种颜色足以给地图着色 '这 个命題靠不住*但 
至今一苒得到证实。 

案例 V — E + F =2 中的誓 零和蟑 _阶段，坡亚的书里讨论过了 ( tl 防4]，第1 
卷，第3荤，前5节， 第 3 ^h m ): 坡亚到此收场 * 没有再讲年 W 阶段——诚 
然， 他指出了爵要某种解“证明题”的助探论 （[1 則5]，第1以页） * 的讨论从坡 
亚收场的地方开场。 

® 欧拉 ([ n ^ a ], 第119页和第124页)。但事 玟不久 ([175& b ]) 他就提出了 
—个证罔。 




杲我们切掉一面，可以把鋦下的表面放在黑板上绷平而不撕破。 
面和棱要变形，棱也许要变弯，伹 V 和 E 不会变时，所以，当且仅当 
对于原多面体 + 对于这个平网络—— 
记住，我们移走了一面。（图1画的是从立方体得出的平网络 
现在把我们的地图——看上去的确象地理上的图一 
剖分在还不是三角形 〈可能 是曲线的)的多边形（可能 
是曲线的)里画出对角线(珂能是曲线>。每画一条对角线, E 和 
F 各增加一，所以 V -£ + F 总数仍不会变(图 2)* 枣手歩*现 
在从作过三角剖分的网络里把三角形一个一个移走* 走一 

个三角形，要么移走一棱，于是丧失一面一棱(图3 ( a )), 要么移 
走二棱一顶点，于是丧失一面二棱一顶点(图 3( b ))。 可见，如果 
在移走一个三角形之前那么移走这个三角形之后 
依然如故，这道工序傲到最后，我们手里只有一个孤零零的彐 
角形了 9 
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对它来说， + 通得过。这样就证明了我们的猜想 

学生德尔塔 * 现在您该叫它 # 卑學 s 才对。它丝毫猜的成分 
都没有了⑽ 

' 学生阿尔发 t 我纳这个实验对立方体或四面体行得通， 
我看出来了。可是，我怎么知道对任何多面体都行得通呢？比 
方说吧，老师，您有没有把握，年呼孛早侉 f 牟了®冬早 f 苹萃 
卒學您的第一步，我存疑 & 

学您有没有把握，年埤辱作罕争則分啤埗 辱旱辱 
-一奪荦攀枣葶彳臀郅一个 f «?您 © i 二 i ， 我存疑。 

i 生 i 乌：您有没有把握， ffiH 淨甲了个了个势罈哕呼筚， 

您又有没 

wiei / 您的第三步 * 
我存疑。⑦ • • ， • _ 

教师：不用说，我没有粑握。 ? 

阿 尔发： 这下子我们岂不比原先还要狼狈了 1现在不是只 


有一个獐想，反倒至少有三个啦！这种把戏，您居然叫*证明 ff l 
教师： 我承认，用传统名称 # 证明”指这个思想实验，按道理 


讲，也许是有点儿张冠李戴。我不认为它是在确定猜想的真实 


性。 ^ 

德尔塔：那么它是在干什么呢？您认为一+数学证明是在 


①这个证明计谋来自哥西[以 13 a ]。 

①十九世圮许多数学家与德尔塔所见 晬同， 仿佛这一 证明巳 经茁车树立了 
这个〃定理％容不得半点怀疑。 例如： 克瑞勒 [ I &26 —找27]，2,第663_671页 t 
马梯森[1邡$]，第449 页； 德荣奎埃 [ lS & Oa ] 和 [ l &90 b ]。 引一段典型的话，有了哥 
西证明之后，绝对不能再怀疑，诚如欧拉 1 T 52 年所说 ， V + F=E + £ 这种优雅 
的关系 iE 合于一切类纸的多面 休 & 一切 的犹豫 本来在1811年就该消失尽净德荣 
奎埃 [18&0 a ], 第 111 一 112页。） 

® 这个班水平相当萵。 哿西也奸，庞涪 特也好 * 十九世纪別的许多杰出软学 
家 也妤，都不曾想过这些问题《 







证明什么呢？ 

教师^这是个微妙的问題*过一会儿我们要设法回答的。 

在此之前,我建议，用古已有之的崇髙术语“ 证明” 来指一个思想 

4 » * 

? is , 因而牢专了一 iik 吧， 
的 * 证明’”把 i “、嵌入橡皮薄片的理论了，而它本来谈的 
是晶体，也可以说是固体。原猜想之父 * 笛卡儿或欧拉》—定撖 
梦也没想到能这么干 。① 


①思想实睑 ( deifcnymi ) 是数学证明最古老的漠式，在欧 JI 里得以前的希腊 
数学里盛极一时(参见萨博[1958])。 

按助採论的次序，猜想(或定理)先于诳明，这对古代数学家是老生常谈，由"兮 
析 1 •在 助探论上先于“综合”便可推知。（有一籀彩的讨沦》见罗宾逊[193幻 & )据# 
多克浴斯看来，“……系古知道你要找什么，这总少不了的、希斯 [ W 25]， l ， 第找 9 
页) * 帕普斯说 ，他们 讲过，定理就是为了求其#证才提出来的东西"(同上 * 1，第 
H ) 页)。在演绎中途偶尔碰上而不®亊先猜中的命題，希腊人是瞧不起的。按他们 
的叫法，这些命羅是系论，是系理，是从定埋的证明或问娌的解答里餹出来的附带 
产品，这种产品人们魚夫并不想找 * 但竞然不花_点额外劳动就不期而遇了，所以， 
如普罗克洛斯所说，只箅是意外之财 ( ermion ) 或外快 ( fcerdos ) 而 EC 同上》1，第 
2 T &. ■页 V 在欧拉 [1 THT 訂]的编者提要里，我们也 读刭: 箅术定理“远在由严格 
的证明确认其真实性之前就发现了"；这种发现过程，编者和畎拉都是用摩登术语 

纳”相 称*不再用古代的"分析"（同上)。在助楝论上结杲在论据之先、定理在 
证 + 明+之先的观念，也深深扎稂+系学轶闻之中了。引用_下同一个流俗话题的几个 
变种。传说克里西鹫斯写信给克林特期说，只要借些定理给我，我自会找出证明 
的”(参见第欧根尼.拉尔修[约200]， VII ，第 1 T 9 页乂传说高斯发过怨言广我的 
结果早巳到手了，我却不知道该怎么得出这些结果”(参见阿尔伯[]954：1，第 4 T 页 〕 i 
黎盎也一样: "但思我手里有定理〖届时我想必会易如反掌坶找出证明_ (参见荷德 
尔[1低 4 ],第4 釘 页>。如今坡萊又强谪，证明一个故学定理之前，你得先猜到它 
才行 rt ([ lWU ], 第1卷，第 viK )。 

，，声劈” 一词出自前文提到的欧拉 [ ITee — 1 T 57 ] 的编者提要，据编者说，既 
然我们 hkie 数托付给純粹的理智活动，大家可能很难理解研宄软的性质怎么会 
用得上观察和准实验。然而，我在这里要有根有据地吿诉你们，今天知道的数的性 
质大多是靠观秦長血的……，，(坡亚的译文：他在 [ 1奶0, 1* 第 3 页上误认为这段 
引文恚欧拉的话 d 






3. 用局部而非全局反例来批评证明 


教师：按证明提示的办法把猜想作了分解，就为检验开了 
新的方便之门。经过分解，猜想散布在一条更宽阚的前沿阵地 
上，于是我们的批评就有更多的耙子了。现在至少有三个找反 


例的机会，不只是一个啦 I 

伽马：我已经表示过了，我厌恶您的第三引理(就是说，从 
绷开之后又作三角剖分所得到的网络里移走三角形的时候，只 
有两种 可能： 要么移走一棱，要么移走二棱一顶点\我疑心， 
移走三角形的时候，说不定要冒出别的花样9 
教师 t 疑心算不上批评* 

伽马：反例算得上吗 T 

♦ » 

教师：当然 & 猜想不理会厌恶和疑心，却不会不理会反例。 


帖塔(旁白 ）> 猜想和猜想者显然不是一号脾气。 

伽马 i 我举个平淡的反例。且看在立方体上实行头两道工 
序之后得到的三角化网络(图2 > & 规在，假使我是从这网络$ 
坪移走一个三角形，就象是从玩具拼图里取出—块似的，这时， 
i 连一个棱或顶点也没移走，却把一个三角形移走了。所以说， 
第三引理是假的，不但对立方体假，对呼穹多面体都假，唯独 
四面体例外，因为四面体的平网络里一切三角形都是边界三 
角形 a 由此看来，您的证明是在给四面体的欧拉定理作证明。 
但是，对于四面体我们早已拜 I 潭了，何必证明？ 
教师 t 你说得对，不过要注意，立方体虽是第三引理的反 
例，还算不上主猜想的反钶，要知道，对于立方体， V - E + F =2 
还是成立的。你说明了论据不足或证明无力，但没有说明我们 
的猜想是 假的。 



阿尔发：这么说，您要抹掉您的证明了？ 

教师 t 不 P 批评未必是破坏。我要改进我的证明，使它顶 
得住批评。 

伽马：怎么改进？ .. 

教师：让我先引进下面的术语，再告诉你怎么改进。驳倒 
引理(未必驳倒主 猜想〉 的例子，我要叫做 B 唇寧乒唞”;驳倒主猜 
想本身的例子，我要叫做“孛埽尽 M ”。 可见，你的反例只是局部 
的，不是全局的。局部而非 i 局反例是对证明的批评，但不是 
对猜想的批评9 

伽马; 所以，猜想尽可是真的,但您的证明不是在给它作证 
明。 

教师：不过，我能不费力地琢磨和莩埗平甲，只要把假引理 
换成你的反例驳不倒的、略微改过一下&引理就行了。我不再死 
死抱住移走任何三角形都合乎我提到的那两种花样了，我只说 

• « 善 ****«»« 

卒華了 幸 f 何毕昂与筇窄崞舍 f 枣荜砰 a 

回顾我的思想实验， i 箱要干 k 全部事情第三步里插进 
—个单词，不外是说,“现在从作过三角剖分的网络里把举昂三 
角形一个一个移走”。你准会同意，只铕要一点微不足道的观察， 
证明就改对了，① . 

伽马 t 我不觉得您的观察那么微不足道 I 说实在的，它倒 
很有点独具匠心。为了让大家看清这个真相，我来叫它现现假 
的原形《再看立方体的平网络。按图4定的次序从十个三角形 
里移走八个。轮到移第八个的时候，它肯定是个边界三角形，可 
是移走的是两个棱和零个顶点9因此 V - E + F 变了，少去1。 


①巨里埃曾用大同小异的办法改 IE 欧拉的一个证明。当时他说他只作了一 
点“橄不足道的观察 "([1812—1813 a ], 第 1 T 9 页)。欧拉本人反而放弃了那个证明， 
闳为他察觉会有麻烦，作不了那一点 u 微不足逋的观察％ 


* 7 v 





而且，剩下的也成了两个隔离的三角形 9 和 io ， 

教师：唉，我要是能说我所谓边界三角形是指移走了不致 
使网络断裂的三角形，我就可以挽回面子喽。可是，做学问要诚 
实，不许我用“我所谓……是指……'这类声明来偷偸改变立 
场。所以，我承认，我现在必须把三角形移除手术的第二种提法 
毕率第三种，按某种使得不变的办法把三角形一个一 
个移走。 

卡帕 t 我可以同意银这种手术相应的引理是真的，就是说 * 
如果按某种使不变的办法把三角形一个一个移走 t 
那么 V - E + F 不变 

教师 t 不对 t 那条引理是 爭 〒爭旱咚与华 f 華丰，> 

^ ^4, 就算有这种正确次序，又该怎么去构造呢?① 
您原来的思想实验颁布的指令是：不拘次序地移走三角形*您 
改了的思想实验颁布的指令是 （ 不拘次序地移走边界三角形 6 
如今您叉说务必遵从一定的次序 * 但说不出是哪种次序，也说不 
出它存在不存在 t 您的思想实验就此垮台。您老在改进证明分 


①哥西认为，在任何多面体上都能稀松平常地实施这条 指令： 每步找出一 
t 移走二棱一顶点或移走一棱就能把它移走的三角形 ([13 l 3 a ：|, 第 T 9 贝) * 这眩他 
受有能力想象不与球面同胚旳多面体有关， 







析，也就是改进引理清单 I 而您美萁名为 * 证明 ”的 思想卖 验却赛 
然 无存了 b 

罗：荡然无存的只是第三步嘛。 

卡帕 s 况且您改进了引理吗？您头两种简朴的提法，至少 

# 4 

在被人驳倒之前看模祥还真得平淡 f 您这个满身补丁长而又长 
的提法，看模样就不合情理。您真相信它能躲掉反驳么？ 

教师，合乎情理”乃至“真得乎淡”的命题照例马上就被驳 
倒了。矫揉造作、不合情理的猜想，倘若是在批评中成熟的，或 
许倒会击中真理 & 

欧米伽 t 万一连您的“矫揉造作的猜想”也被否证掉了，万 
—您到时候拿不出没被否证的猜想来换班，如何是好？换句话， 
万一您々不界命，再怎么补补缝缝也改进不了论据呢？您仗着 
能更換被^ 倒&引 理，如愿以偿地制服了一个非全局的局部反 
钶9万一您下次不能如愿，如何是好 T 
教师，问得好，明日再议。 

4. 用余局反例来批评猜想 


阿尔发 i 我有个反例，既会否怔掉您的第一引理*又是主猜 
想的反例，也就是说,兼为全局反例6 

教师 t 真的 I 这倒有 童思。 让我们见识见识* 

阿尔发，想象由一对套装立方体围成的土体》这对立方体 
有一个在另一个内部，但不跟它接触(图5)。这个空腔立方体 
否证了您的第一引理，因为，从在内的立方体上移走—面，不能 
把多面体绷到平面上 • 换个招，从在外的立方体上移走—面，照 
样无济于事 * 除此以外，对于两个立方体各有 + 所 
以，对于空腔立方体应有 V - 五 + F = 4 * 



ffi 5 

. 教师 t 漂亮。让我们把它叫做反例还 有什么反例？ 

* * ♦ 

( a ) 拒绝猜想,投降法 

伽马：老师，您那副沉着劲叫我不知说什么好。一个反倒 
单枪匹马就能把猜想驳倒，跟十个反例一样见效 # 猜想也罢， 
您的证明也罢，全部是放空炮举起手来啊 i 您不投降不行了* 
还是抹掉假的猜想，忘掉那回事，想法子另找崭新的路子吧。 

教师，由于阿尔发的反例，这个寧寧挨了一次狠狼的批评， 
你这么说，我是同意的 & 要说坪士是放空炮”，可就失真 
了。假使暂时你还同意我早先 hi 议，用“证明”一词指一个“把 
原猜想分解成子猜想的思想实验”,而不用来指“确凿真理的保 
证％你大可不必下这个结论。按前一神涵义我的证明无疑证明 
了欧拉猜想，按后一神涵义却未必。你感兴趣的只是 # 证”其所 


①吕里埃第页） ft * 注惫到这个反例 U 但是，据编者 
日果内的附窗(第186页)，远在吕里埃的文窣之前，他本人就注意到了。前一年才 
发表了他的证明的哥西却没有这样的眼力 4 过了二十年，赫塞尔又苒度发现了这个 
反伊 KH 1332], 第页）。吕里埃和赫塞尔都是由矿物采集领珞才得出他们的发现 
的，当时他们 察觉有 一些双晶体,在内的晶体不是半透明的，在外的晶体是半透明 
的 & 吕里埃明文感澍他朋友皮兒泰待的勗体采集对他有 所刺激 ([1812- lftiaa ], 
第 1 S 8 页) a 赫塞尔.提到了包在半透明的氚化钓晶体里的硫化铅立方体 ([1 S 32], 第 
16页 
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求证者的那些怔明。我对各种证明都感兴趣，即徒它们没有堯 
成原定任务。哥伦布没有到达印度，但是发现了某种十分有趣 
的东西。 

阿尔发 * 如此说来，按您的哲学，局部反例（如果不同时是 
全局反例)只是对证明而不是对猜想的批评，全局反例又只是对 
猜想而不一定是对证明的批评。谈到猜想，您同意投降，可是您 
还要保卫证明 * 不过，既然猜想是假的，证明究竞在证明什么 
呢？ 

伽马 * 您扯出哥伦布来类比也不中用。接受—个全局反例 
只能意味着全面投降 P 、 


( b ) 拒绝反例.怪物除外法 

德尔塔，可是，为什么要接受阿尔发的反树呢？我们的猜 
想是证明过的，如今它就是定理。它跟这个所谓的 4 反例”发生 
冲突，这我承认。双方总得有一方让路不可，钽定理既已证明 * 
又凭什么该它让路呢？倒是那个“批评应当撳离《这是冒牌批 
评，那对套装立方体根本不是多面体。它是 ff ， 是病例，不是 
反例。 

伽马，凭什么不是？季 辱坪辱 申率岑 f 碩箏璆葶奉寧哼卒 
乎。我的反例正是多边形面 i ▲矗立体 
* 教师》让我们把这个定义叫做定义1。① 

« • 4 

徳尔塔 * 你的定义不正确*多面体必须是一个申呼,有面， 


® 定义1最先见于十八世纪 +. 例如：“任何由平面围成的立体，人们都冠以 
多面立体之名，或简称多面体”（勒让德 [ isos ]， 第 ieo 页)。欧拉下过类似的定义 
< hT 5 Sft]) a 欧几里 得给立 '方’体' 八面体，椟谁体、棱柱体下过定义，并没有给多 
面体这个通 名下过 定义，但偁尔也用(例如第 XII 卷，第二问題，命题 1 T )* 


* 11 - 




有棱，有顶点,能变形，能在黑板上 _ 开，跟“立体”概念没一点儿 


教师：这叫定义2 # ® 

• ♦咎 

德 尔塔： 所以，你给我们看的其实是两个多面体，一内一外 

易 m 

的两个 曲面。 腹中有胎儿的妇女总不是人长一只脑袋的反钶。 

» 4 

阿尔发 * 得了吧！我的反例已经产下一胎新的多面体概念 
了。难道你敢断定你所谓多面体;是指一个曲面？ 

教师，我们不妨暂且接受德尔塔的定义2 e 如果所谓多面 


体是指一个曲面，你还驳得倒我们的猜想吗？ 


阿尔发 t 不言而喻。取共有一棱的两个四面体（囝6 (a)>, 
不然就取共有一顶点的两个四面体(图 6(b))。 这两对孪生子都 




是连通約，都检成一个整曲面。对于两者都有 + 你 
们只管核査 便是。 


①徳荣奎埃 H 对郝 些存心 驳倒欧拉定理的家伙，向法兰西科学院宣读了几 
赛文？ ^我们从其中一*中隐约发现了定义2。这批文章堪称迻物除外术大全。他 
朝着 S 里埃那对怪里怪气的套裝立方体大发雷霆，这个系统实在不是一个多面体 * 
而是一对彼此独立的，备是各的多面体……至少从古典观点看，一个纟副其实的 
多面体起码要能够以〃点连续移遍它的表面 才行： 这里并非如此…所以吕里埃 
的这头一个例外尽可以弃置不顾 ° C [18 S 0 b ]， 第 1 T 0 页) s 这个定义与定义1相反， 
正合解析拓扑学家的胃口，这些人迷的不是多面体理论本身,而是要 E 给曲面瑝论 
当侍女* 
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教师 t 尽娜夸和 2 > ct ) 

德尔塔/你这+种邪魔外道的想象能力，我佩服。不过，我自然 
不是说年每多边形系统都是多面体。我所谓多面体是指萃爭睜 
(1) 等个亨本堉纾弯序个李串準笮辛 ， （ 2) i 

你的第一对孪生子被我定义里岛 i 一 
条准则“十,’ 第二对李生子被第二条准则排除了。 

教师： 

阿尔发/ i 这种邪鹰外道的应变本领,我佩服，想不到你能 
—个接一个地发明定义，严防别人否证你的高见。何不干脆把 
多面体定义成满足等式 f - - 2 的多边形系统呢?有了这个 
完善的定义…… 

卡帕* 卑岑 

阿尔发: 二二 争论自会一了百了。再研究这个题目也就毫 
无必要。 

德尔塔*可是，世上也没有什么定理不能拿怪物来否证掉 
的。 

教师 t 对不起，打断你的话靠反例作反驳离不开有关术 


① 反例 2 a 和 2 b * 吕里埃忽略了，赫塞尔才首次发现 ([1 於2]，第访 页)。 

② 在梅比乌斯手里，定义3第一次出面抵挡孪生四面体 ([1 細^第從页)。 
我们犮笕，他郎漉肺的定义又重新出现在某些现代教钭书里，照例仍是一职 T 非舍 
印取，，的权成口气：至于它的怪物除外嚴历，本來至少能解释它是怎么回寧，却没 
有谈起(例如希尔伯特和 康福森 [1956], 第290页)。 

© 依了定 义赛，軟拉性会成为多面体的定 义特征 ，诅巴采尔寧实上就主张这 
样定义:"我们有时(效法赫塞尔)称普通多面体为欧拉多面体。对那搜名不副实的 
Oind % m 〖 icJhe ) 多面体，还是另找一个特别的名称为好 H ([1 S 62], 第2卷，第207 
页)牵扯赫塞尔可不光明磊落。赫塞尔不过是用"欧拉的”这个术语作满足欧拉 
关系式的多面体的绾写，想突出它们与非欧拉多面体的区别 （[l® 32 ]， 第19页)•关 
于定义螫，也见下一脚注中引用的施赖夫里的话* 
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语的意 义， 这是大象有目共睹的了。一定要对我们所用术语的 
意义有一致意觅，否则反例休想成为客观的批评。要是彼此 
谈不拢，给术语下定义丰争不辱达成协议的一个办法 & 至于“多 
面体”嘛，起码我没下过定义0我假定了大 家都坪 季这个概念， 
就是说，都有能力区分一个东西是不是多面体。 i 有的逻辑学 
家的说法，这叫知道多面体槪念的外延。殊不知，这个概念的 
外延根本就不是显而易 jb 的。 - ifjsM , 

牟岑，碩早莩丰争饵了。我建议， iii 儿先‘士 i 互 
“定义，’过二‘孚再央论选择不同的定义引起的结果有什么区 
别。有谁能举出一样东西，连最最窄的定义也得承认它是真正 
的反例吗？ 

卡帕：定义善也在内？ 


教师 t 定义善在外。 


伽马 t 我能。 瞧瞧这个反例3, —个星状多面体。我要叫 

它“海胆吖图 7)。 它是由12个五角星组成的 （图 3八它有 12 个 

* _ 



图7 ■开普勒的星状多 面体。 为了表明 
哪些三角形是饵于同一面的+每—面 
部用不同方式描影。 



图 S 


顶点， SG 个棱， I 2 个五边形面。假使诸位乐意核査，不妨数— 
数^足觅笛卡儿 t 欧拉论点根本不真，因为，对于这个多面体 
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V — E + _ 6 q ® 

德尔塔，你凭什么认为“海胆”算多面体？ 

伽马：你没瞧见吗？这是一个多面体，它的面是十二个五 
角星。它满足你刚才下的定义，因为，它是“这样排列的多边 
形系统： （ U 每个棱上恰好有两个多边形相交； U ) 有可能从 
每个多边形到达别的每个多边形，而又从不穿过多面体的顶 
点' 


德尔塔：这就足见你连什么是多边形都不懂【五角星当 


然不是多迈形 t a ) 

救师 * 叫串冬 f 吧。 

伽马 I 你凭什厶第二+子旬，我不明白。多迈浪的正 
确定义应当只有第一个子句 * 

教师 t 定义4、 - 


伽马：第二个子句跟多边形的本质没一点关系。瞧 t 我只 
要把棱拎高一丁点儿，五角 M 按你的涵义就也该箅多边形了6 
你把多边形想象成了用白粉画在黑板上的，而你本来应当把它 
想象成一只木头架子。那样就很清楚，你心目中的公共点其实 
并砟一点,倒是一上一下的两个不相同的点。你之误入歧途, 
是因为你把多边形埋进一个平面。你本来应当让它放开手脚在 


® 海胆 "ft 先由开膂勒在他的宇&论里讨论 ([1 W 办 第 II 、 XTX , XXVI 
m 在第72页和第 82— 33页上；又见第 V 册的第 r 章第293页，第 ni 章第2邪页， 
以及第 IX 、 :? CLV 1 I 聿)。 41 海胆 _ f 这个名字是开普勒取的 （"cui nom«n Echiao 
feci ”)。 ST 也是从他的书中(第 T 9 页)复制的，该书第293页上还有另一幅图庞 
索特II度独立发现了海胆，正是他指出肷拉公式对它不适用 ([1 S 10]* 第48页) a 现 
行标准术语“小星芒状十二面体"出自虮利([1859]，第125页)。施賴夫里承认一般 
的星状多茴体，但到底把小星芒状十二面体当怪物给拒绝了。据他说，“这不是真 
正的多面体，因为它不满足 V-E + F =*2 这个条件 ”（[1852], 534)* 






空间中伸一⑦ 

德尔塔^劳你的大驾告诉我五角星的 單穿是 什么，可好 Y 
或许你要说有些多边形无面积可言《? * 4 

伽马： 你自己不是说过多面体跟立体观念没一点关系吗? 
怎么现在又主张多边形观念该跟面积观念挂钩呢？你我达成了 
协议，认定多面体是一个有棱和顶点的封闭曲面。既然如此， 
何不再达成协议，认定多边形也不外是一条有顶点的封闭曲 
线？不过，假使你固执己见,我还是應意给五角星的面积下定义 
的。① 


①多面体按 定义该 不该 fe 括星找多边形(该取定 X 4还是该取定义4。，这 
种争论老而又老 8 本对话中摆出的论据——嵌人高维空间之后星状多边形会变成 
普通多边形——是现代拓扑学的论据，但也还有别种沦据可摆。翌如说，为保卫自 
己的星状多面体，庞索特用过解析几何论据来辩护该容许星状多边形：“…… r 蟄 
通 1 与 * 星状’多边形之间）这种种差别相当表面，不太真实，一巨作解析处理也 ft 
洧逝一空，因为这时吝类多边形简直不可分隔正多边形的棱对应于一实根方3, 
从它可一举得出同阶的—切正多边形的棱。 铥如说 t 不可能得到了内接于晒的某£ 
七边形的棱而求不出第二、三类七边形的棱。反之，巳知某正七边形的铰，可定出 
它所能内接的圆的半径，据此又会求出三个不同的囫，与巳知棱上可作的三类七边 
形相对应：其他多边形也相仿 • 可见，我们有理由給这些斩式星状图形冠以‘多边 
形’之名” （[1 S 10], 第26页)。施罗德则用汉克尔式的 论据： 《把原来只限于整敢的 
幂概念推广到有理分式，在代数里很有成效：由此联想，在几何里*只要机会到了, 
也该试试同样的做法…”([1部2],第56页)餌后他告诉大家，在星状多边形中 
是可以给 P /3 条边的多边形概念找到一种几何解 释的。 

© 伽马自称他能给星状多边形的面积下定 X ,并非虚张声势保卫较宽的多 
边形概念的人，有的就是靠摆出较宽的多边形面积概念来解决问題》 就正 则星吠 
多边形而言 * 做法格外明显* 一个多边形的面积 * 尽可看作内接圔或外切 151 的 ■ 心 
与各边连成的各等腰三角形的面积 之和。 诚然，这时星状多边形的某些"部分”要计 
算一次以上。就非: iE 则星吠多边形而言，得不到任一独特的点,但仍可任取一原点， 
把负定向三角形当成有负面积(迈斯待尔第179页: L 这样定义的面积居然 
不取决于原点如何选择，这无疑与我们对"面积"的期望相合(梅比乌斯 [1 S 2 T ], 第 
21 B 页）。当然，有人认为这样算出的麩不 K 叫“面积”，所以争论在所难免；但据 
迈斯特尔-诲比乌斯定 X 的保卫者说 * 这才叫“科学上唯一可靠”的“正确定义” <豪 
斯纳 [1906] 按语，箄114一 115页） • 本质主 义是定义之争的一个经久不变的特 色* 
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教师， 眼下别争这+问题了，还象原先那样谈下去吧。同 
时考虑刚才那两个定义，即定义4和定义4'。有谁能给我们的 
猜想举个反例，跟这两种多边形定义都相符？ 

善 ♦ 

阿尔发：反例在此。考虑这样的一个画框（图9)。 按至今 

» 脅 

提出的任何定义，这都是多面体 # 可是，数一数顶点、棱和面，你 



们会发现 V - E + F =0。 

教师 * 尽 Mf 。 ① 

倍塔：我们的猜想完事大吉。真是遗铺，因为过去 
碰到那么多的情况，它都 一一 应验了。但是，看来也只好说我们 
是在白糟踢时间了 

阿尔发：德尔塔，我不胜惊诧。你没词儿了？你不能再来 
个定义，把我的新反例化为乌有吗？我还以为，世上没有什么假 
说，你不能玩上一套恰到好处的语言魔术，.解除 它惨遭 否证的 
厄运哩。现在你服输了？你到底承认有非欧拉的多面体了？多 
么难以置信啊 t 

德尔塔 I 你真该给你那些非欧拉的瘟源体找个贴切点的名 
字，别叫什么“多面体”，搞得大伙儿都误入迷途 # 但是，我对你 

①反例4又是在吕里埃的经典著作 [1 S 12 —1&1如]里找到的，见于第185页* 
日果内再次附言，说他巳经知運了。但是，格龙奈待十四年后还不知道(£1&2乃)* 
庞索特四十 五年后 也还最 不知道 (0858], 箄釕 K )* 
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的怪物们渐渐丧先兴趣了 。 这种不合美丽的欧拉定理的珂悲的 
«多面体〃，我觉得恶心，宁可躲到一边去 ，① 我在数学里寻求秩 
序与和谐，你却一味宣扬无政府与无规矩。 ©. 你我的态度势不 
两立。 

阿尔发：你是个地地道道的老托利党 t 无政府主义者搅乱 
了你的 # 秩序”与“和谭”，你就责骂人家缺德。可你呢，你 41 解 
决”固难全靠变着花样吹捧字眼儿。 

教师 t 让我们听听最新救生定义吧。 

阿尔发，您是说最新语言麇术、最新 41 多面体〃概念收缩妙 
方吧！德尔塔是在取消真正的问题，根本不想解决。 

德尔塔：我才没有收缩概念，倒是你在扩充概念。比方说， 

* * 晷 ♦ 

这个画框就根本不是真正的多面体。 

阿尔发：为什么？ 

德 尔塔： 在*^坑道”——周围是画框的那部分空间一一中取 
任意一点9穿过这一点安放一个平面。你会发瑰，凡属这类平 
面总是跟画框有两个不同的截面，造成两个完全隔离的备是各 

m ♦ 

的多边形啦！（图 10) 

阿尔发< 那又怎么样呢？ 

-輝尔塔*鮮專年呼事弯， f 珲孛哼宁年零了卓，莩妒 
有一平面与多面体面是单个多边就凸多面体而言，所 

.1 申鬌晖 》*零 + #4 + 

m 

①套用埃尔来特写给斯蒂杰斯的一封信，原 话是： “这扬无导敢函数的可悲 
的痙疫，我吓得瑰不附体，宁可躲到一边去”([1893])。 

® “研究 +那些玻坏了人们盼望 的普遍 规律的函数，差不多被看作是跑到 
历代先人寻求秩序与和谐的地盘里去宣扬无政府与无规矩”（萨克斯 [19^3], 前 
言)。萨克斯这话是指怪物除外者(象埃尔米特0与反驳主义者之间说猛的战斗* 
在十九 1 M 纪最后几十年里（实际上也包栝二十世纪初)，这神战斗成了现代实函数 
论这个“踉反例打交道的敢学分支”(芒罗 D 953]， 前言）发腠的恃色不久后蠓发 
的现代致理逻辑和集合论的反对者与提倡者之间同样 凶猛的 战斗，是它的直接继 
续 & XKL 下面第22页注①和注② 6 





ia) 


图 11 


<*) 


有平面都合这条要求，不管是在哪里取那一点。就普通凹多面 

* 4 4 

体而言，某些平面会有多个交，但总会有某些平面只有一个交 
(图 11( a ) 和 ( b )> ff 就这个画框而言,只要是在坑道中取那一点， 
所有平面都会有两个截面。这怎么能叫多面体昵？ 

教师：这好象是另下了一个定义，这一回可是除定义了 # 
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叫它定义5,① 

« * » 

阿尔发：给他一串反例，还你一串旗鼓相当的定义〖引用 
这些定义决不是有什么新鲜东西要讲，只不过是想把那个独家 
老牌概念粉饰一新，再显显它丰富绝顶，似乎有多少反例，它里 
边自有多少 * 隐蔽”子句。对于所有多面体似乎不 
可动摇，堪称老牌的“永恒”真理 g 奇怪的是，我还能回想起它一 
度也曾是个惊人的推测，处处在将人的军又在催人奋进。如今, 
因为你象搞巫术似地变换词义，它已经沦为一项贫乏的约定、 
一个无足挂齿的教条。（他离开教室 

德尔塔：我无 法理解 ，象阿尔法那么能干的人，怎么会甘心 
一味挑眼儿，浪费他的才能。他似乎一门心思生产畸形。然而 
无论在自然界还是思想界，畸形从来不促进生长。进化永远是 
以和谐而秩序弁然的模式为准绳的。 

伽马 | 遗传学家能 轻而易 举驳倒这句话 。 你 没听说过生产 
畸形的突变在大进化里起着可观的作用吗？他们把这类畸形突 
变体叫做“有指望的怪物”。阿尔发的反例虽是怪物，在我 看来* 
却是"有指望的怪物 


①为了赶走吕里埃的有坑道 多面体 （画框)，不屈不抹 的怪物 除外者裱荣奎 
埃摆出丁定义5,按 f 多面体’一词的籥通涵义，这个 多面的复合体 也算不上真正 
的多 面体。因为，取任何平面，如果它穿过某条坑道内部的任意一点，随之也正好穿 
过这个立体 * 那么 ，得到的截面就会是两个彼此完全不连通的各是各的多边形；这 
种情况，在普通多面体上，相对于交截平面的某等位置也可能出现（就是说，对某 
些凹多面体可 能出现 )* 但不会是相对于所 有金会 都出现 "([1890 b ], 第 1 T 0—1 T 1 
页)。人 们很想知道， 德荣奎埃是否注意到了，按 他的定 义5, 有的 球法凹 多面体 
也要耑除掉。 

@ “我们决不能忘记，今天还箅怪物的东西，明天会成为一条特定适应路线的 
起点… ■.+ 使决定性胚胎发育过程改观的突变为数齡少*但来势极猛,我要再强调一 
下它们的重要性。这些突变可以产生菜种东西，我 们不妨 称之为有指望的怪物，这 
类怪物一旦填进坏境中的某个空位，便会启动一条新的进化路浅”（戈徳施米特 
[1933], 第沉4页和第 54 T 页) * 这篇文韋是波奋尔提 SS 我注 意的， 





德尔塔 i 反正阿尔发已经放#战斗了0现在总不再有怪物 

T, 

伽马 t 我又有个新择物了*定义1，2， S , 4, 5里的 

— 切限制 ，它无不相合，但 V-E + F = i .这个反例5就是一个简 

» » • 

简单单的柱子。它有3个面(顶、底、套圈 ），2 个棱(两个圆）， 
投有頂点*按你的定义，它是多面体 t (1) 每个棱上恰好有两个 
多边形; （2) 有可能沿一条从不在顶点穿过任何棱的路线，从任 
何多边形内部到达别的任何多边形内部。它的各面都是真正的 
多边形，你也得承认，因为跟你的要求也 相合 〆 1) 每个顶点上恰 
好有两个棱相交 K 2) 各棱没有公共点，除了顶点以外* 

德尔塔 * 阿尔发是把概念绷开,你倒好，把概念都撕破啦！ 
你的 4 # 棱”不是棱！棱有两个顶点。 

教师 t 定义6? 

伽马*只有一个乃至可能只有零个顶点的棱，为什么就不 
配叫“棱”?你老有收缩概念的习惯，现在倒好，索性把概念砍胳 
臂锯腿，几乎不剩下什么啦1 

德尔塔：难道你就看不出这些所谓的反驳穷极无聊吗？“前 
人发明新的多面体，向来是为了某神实用的目的》今天发明这 
样的多面体是专诚贬斥我们先师的推理，除了这一套，从来不 
想教人学点别的本事。我们的学科变成了一所畸形学陈列馆， 
正正浓派的普通多面体只要能在馆内保住一 个小小 的角落，也 
就该知足常乐了，① 

伽马 * 据我看，如果我们想把一样东西真正学深学透，决 
不能按它* 1 正常' 规矩、平时的式样去研究，倒非得趁它危在 
旦夕、兴奋若狂、怒不可遏的关头下手你想懂正常的健康的 
人体么，等他反常，等他害病，那才是研究他的好 时候。 你想 
懂函数么，你就研究函数的奇异性 * 你想憧普通的多面体么，你 
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就研究多面体中最无法无天的极端分子。钕学的分祈，正是靠 
这种法子，才得以深入这门学科的心脏的。②不适，姑且算你 
大体上言之有理，难道你就看不出你这种哽聛尜 f (站 hoom 
方法穷极无聊吗？想在反例限怪物当中画出一线，也不兴 
干一会歇一阵呀！ 

教师： 据我看，我们理应拒不接受德尔塔对付全局反例尚 
战略，尽管他运用得如此娴熟是值得恭维的。我们尽可拾如其 
分地给他的方法贴个标签，叫做悸％障外堵。采用这套方法，原 
猜想的任何反例总可以消除，反正重新下个定义就行，要么是 
给多面体，要么是给它的定义顼，要么是给它的定义被的定义 
项。下的定义有时倒也机智，但始终免不了顾此先彼。我们终 
究要对反例放尊重些才是，可别授予^怪物”的 雅号） 木驱逐 
它就誓不甘休。德尔塔的主要过错，恐怕是在数#证明的解释 
上陷入了教条主义偏觅。他以为，一个证明必然是在证其所求 
证者。按我对证明作的解释，谭罈猜想也能"得证就是说，能 
分解成一些子猜想。如果猜想的，我当然料免¥猜想里室 


© 套用庞卡勒的话 CC 190 S ], 第131—132页完整的原文是这样的 i 
"逻辑有吋疾在制造怪物6半个世纪以来，我们眼者着出了一大堆光怪陆离的 
函数,瞧那副神气，是安心眼有点用处的忠厚函数尽景长得别太象。要无连续性，或 
者虽有连续性也要无导数,等等，等等。不仅如此，从逻辑的，点翟，还得说这些 
奇特的函数才是最一般的。不找自来的函数除非作为特例反倒本复可见了。 s 绐节 
们的只是一个小小的角落。 

“前人发明新的函数，向来是为了某种实用的目的；今天发明这样的®数是专 
诚贬斥我们先师的推理，除了这一套，从来不想教人学点别的本事9 」 

倘若逻辑竟成了教师的唯一向导，就必然旲先讲最一般的函数，也就是说，先 
讲最光怪陆离的函数。不得不跟这所畸形学陈列馆格斗的倒该是初学者了……” 
(雷尔斯恃德的权威译本，第 4 防_436页。） 

庞卡勒是针对实函数论的局面讨论这个问题的，但是这无关紧要。 

( D 套用当若依的话 （[1919]* 第21 页八 一 
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少有一个擴，但这无碍于分解方式仍然挺有意思嘛 I 我才不因 
为“已证”的猜想也找出了反例就大惊小怪，我甚至情愿下功夫 
去“证明”假猜想 t 

粘塔：我才不跟你学哩。 

' 卡帕 I 他只跟《新“全书》学 ，察验 一切，持守善者'帖撤 
罗尼迦前书，第五章，第21节）。 


<0用例外除外法来改进猜想.逐一排除. 
战略撤退或为安全而孤注一掷 


依塔 t 老师，想来您正 打算把 您这些莫名其妙的话 解释— 
下。 可是，' 请千万 原谅我 性急，我骨銕在喉，不呔不行啦。 

:教师 i 说下去吧。 

(阿尔 i 零 A fl ) 

. 倍塔： 我_觉得德尔塔的辩解有点俊里傻气，可是，到头来 
我还是相信其中有一个合理的内核，据我现在的看法，猜想没 
一个普遍有效，都不过是在排除了巧外的某个有限菹围内才声 
效。给这些例外授予"怪物〃或“病例雅号，我反对。那等于 
从方法论上决意把它们打入另册，不考虑人家也是有趣的熠 f ， 
也值得单另立案调査调査。不过，“尽增”这个字眼儿，-我也反 
对。这总算不错，述承认人家是可以跟4例平起平坐的 M 子,但 
不知怎么搞的夂给它们抹了一身好战色彩，绪果象伽马这号 A 
—璋见了就惊偉失措，禁不住把美妙精巧的珥明也一古脑儿丢 
掉拉倒。叫错了，它们只是 f 烀而已。 」 

西 格马： 百分之百同意。 " 反例”这个字眼儿有侵略气息， 
要触怒发明证明的先生们。“例外”才是正确的用语，有_写袭敛 
学命题》 
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“1. 永远真的，既无限制又无例外，例如所有三角形内角之 
和永远等于二直角。 

依赖亍某个假原理，因而无论如何不能容 i 午的。 

虽然立足于真原理，但在某些情况下容许有限制或例 
外的 +" …， 

易卜 西隆； 什么？ 

西格马，“……不应当把假定理跟要受某种限制的定理琨为 
一谈，①正如谚语所说： 

易卜西隆（朝着卡帕乂这位糊涂 k 是谁？他应当学点逻 
辑。 

卡帕(朝着易卜西隆 )《 还得懂点非欧几里得平面三角形* 

德永塔 * 我觉得挺难堪， 因为， 我不得不预言，讨论到这 
个问题，阿尔发和我大概要站在一边。我们俩都以命 ® 非真即 
假作为立论的基点，只是具体谈到欧拉定理是真是假才有了不 
同意见。可是，西格马却要我们承认第三类命题，说这类命题 
“原则上”是真的，但“在某些情况下容许有例外、赞成定理与 
例外和平共处，在数学中等于眼看天下大乱还要委屈求全， 

阿尔发：同意。 

艾塔：我一直不想干扰德尔塔才华横溢的辩论。这会儿我 
想，如果把考夸冬的发蒙经过大略解释一下，也许不无好处。我 
是在 中学时 h 变按诸位的叫法，变成了一个怪物除外者，并 
不是要抵御阿尔发派，倒是要抵御西格马派，关于欧拉定理，我 
还记得一本杂志里的讲法 ，关于 欧拉定理的普遍有效性，—些 
声名显赫的数学家已经提出过种种证明了。不过，它是允许有例 
外的……有必要提捶大家注意这些例外，要 知道， 耽连当代学 

①贝哈德 [181 S — 第347页和第349页_ 
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者也不是始终对它们有明确钬 识的， CD 要说玩弄外交辞令，这 
篇文聿决非孤例，还有呢：“几何教科书和讲义总是指出，美面 
的欧拉定理 V + F=E + 2 在某些情况下要受^限制^，或者说，它 
‘似乎不是有效的’，可是，谁也搞不懂有这些例外的真正理由 
是什么 '<!> 好吧，我就把这些 A 例外”小心冥翼地查看了一通 I 
我终于得出结论 （ 它们都跟多面体的真定义不合。所以，证明 
和定理可以复原，定理与例外的混乱共处从此不见了。 

阿尔发：西格马的混乱立场也许能觯释你搞怪物除外的起 
因，但不能替你开脱，更说明$了你有理由。既要消除混乱局 
面，为什么不把反例的资格证^如数收下，而把定理”和 # 证 
明”拒之门外呢？ 

艾塔，为什么我非要把证明拒之门外不可呢?我看不出它有 
—丝一毫的错。你看得出么？我搞怪物除外似乎总比你搞证明 
除外讲点道理吧。 

教师，从他们俩的争执该明白了吧，怪物除外骽使是来源 
于艾塔那种左右为难的处境，说不定会博得听众较大的同傦 。不 
过，我们还是回过头来谈谈倍塔和西 格马。 倍塔给反例改了名 
字，叫倣例外 a 西格马附和了倍塔…… 

倍塔 t 我真高兴西格马附和了我，但我很担心我不能附和 
他。命題确有三介类型：真的，假得无指望的，假得有指 里的。 


® 赫塞尔[1832]，第13页。赫塞尔在让32年再度发现了吕里埃的神种 4 ^例 
外、 他刚刚寄走自己的搞子，躭«然读到了吕里埃的[以这才 知道他 
那篇文車的大部分结果部是别人发表过的 * 尽管如此，他决意不撤囲，因为他认为 
该向无视这些例外的“当代 学者” 好好讲讲这个 道理。 顺便说说*这些学者 里有一 
个凑巧是赫塞尔投稿的那家杂志的编者充瑞勒，他菅在教科书[找26一1似] 里 "证 
明"过欧拉定理对所有多面体都是真的(第2卷，第 66 S "6 T 1 页八 

②马梯森（[/&&]，第449 页； I * 这话是榷海斯与艾施外勒尔的 《几何 教科书》 
和掊龙奈特的 <立体几何教程然而，马梯森解决问题不是象艾搭那样 II 怪物除 
外，而是象罗那样靠怪物校正(豢觅第《洱注 ①: U 
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最后这类命题，只要添上一个指出有哪些例外的跟制都 
陴改进成真的。我从来不 nt 公式的有效范围悬而不决。 k 存的 
杳界，大多数只有满足了一定条件之后才是*的。茕把这些条 
怦都 k 定了，当然还把我用的术语的意义部扣准了，屬也就使 
不确实的成分统统绝迹了”。®所以，你们看，我并不提倡不改 
进公式而让它踉例外搞任何一种和平共处。我是去改进公式，叫 
它们都象西格马第一类命题那样，向考華公式转化。这话意思 
就是：怪物除外法可能是为寻找原猜4&有效范围出力，在这 
个限度内，我璋琴它，也可能是在要语言魔术，想用窄概念 
来挽救“好 w 定理，从这个角度说，我又晖準它^德尔塔方法 
的这两种功能应当分开来看。 考构方法 ，征就在于只有头 
一种坊能，我愿意命名为外畛夕>毕％我要用这种方法确切 
规定欧拉猜想在哪个范围^成立 L f * 

教师：你许了愿要给欧拉多面体“确切规定的范围”是什 
么？你所谓 A 完善公式”是什么？ 

倍塔：辱卞坪弯孝牵本(舉夸苹卒方坪葶旱夸窣芩畛) X 丰 
爭導 (窣 ag 寧旱+弯«唉)咛等寧停 ， v - 

+ 教师，你有把 握吗？ 

倍塔： 没错，我有把握。 

教师：孪生四面体是怎么回事？ 

倍塔：抱歉。对于所有无空穴又无坑道又无“重叠建筑物” 
^^®(f>V r -B + F=2 0 ® 

# ' mhx 明白了。我赞成你想改进猜想而不只是 A 非取即舍# 
的方针。我看这比怪物除外法和投降法都强点儿。然而，我有 
两点异议。寧了，你自称你的方法不但改进还 4 完善” 了猜想， 
“使它全然正 + 碗了” ，“使不确实的成分统统绝迹了、我坚信这话 
站不住脚 e 






倍塔： 真的吗？ 

教师：你不能不承试，你的每一版新猜想都只是顾此央彼 
地 辦除一 个才冒出来的反例。偶尔撞上套装立方体，你就排除 
#有李年的多面体。凑巧察觉画框，你就排除掉有辱;準的多面 
此开明和替觉，我表示赞赏I 能注意有这外自然 
好得很，不过，你找 # 例外 s 全凭瞎摸，我想，总还要讲究点方 
法才是上策。承认 ft 所有多面体都是欧拉的”只是一个猜想，这 
好故。 可是，为什么说“所有无空穴、无坑道、无这无那的多面 
体都是欧拉的”就有资格叫定理，丝毫猜的成分也 没有了 呢？你 
怎么会有把握说你枚 举了了 ■^例外呢？ 

倍塔 * 你能举一个我士顾到的例外吗？ 

阿尔发：我的海胆该怎么说呢？ 

伽马< 还有我的柱子呢？ 

教师： 我简直不必拿具体的新“例外”作论据。有再出例外 
的可能性，这就是我的论据。 

■ k •* 

倍塔> 说不定还是你有道理。是不造每出一个新反例就立 
刻变一 回立场 * 是不该说—如果大千世界里没出现例外，只管笼 
统地宣布结论 。如果 后来某时刻出现了某反例,不妨从此附 _t 


①摘自哥西名著 [1821] 的引言 0 

© 吕里埃和日果内似乎有把握说，吕里埃的潸单把一切例都枚举完了。在 
文章这一部分的引言里*我们 读到： “大家不难确信，除了我们要举出的特例之外, 
—般说来，欧拉定理对所有多面体都真，无论其是否凸的… ■" (吕里埃 [1812 — 
1813a ], 第随后，在 g 果内加的评注里，我们X—次读 到：“ ……这里举出 
的例外似乎就是可能出现的全部例外，■…”（同上，第找8页0但是，寧实上，亨生 
四面体就被吕里埃漏掉了，只是二十年后梓塞尔才注意到（[18*32_])。_值•得•注去合 
毐，‘有一‘些;^领‘导‘位-的数学家)自燊丑法论怀有浓厚兴趣的数 
学家，居然会相信可以靠例外除外法行事 a 这种信念类似归纳逻辑中的“划分法％ 
据它说，能完全枚举出某现象可能有的解释，所以，只要能用判别实验方法排除其 
余一切，刺下的解释便得到证明丁* 
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己出现的这类反例另行宣布结论 ，① 让我想 想 & 我们最初推測 
对 于呼弯多面体只是因为发现了这对立方体、八 
面体、棱锥体和棱拄体是真的。 # 这种可怜的从特殊到一般的推 
论方式，的确不可取。出现例外不足为怪;竒怪的是,许许多 
多的例外没有更早发现6照我想，这是因为我们多半在银凸多面 
体打交道> —当别的多面体进入视野，我们作的概括就再也不 
灵了 # ③既然如此，我不再逐一排除例外了，我要谨慎而安全地 
划条界线 t 呼弯 a 季® 垮部* 哆&哼•①但悤诸位会认可，这总 
没有猜的成冬士 /这•总•是 k •理了。 

伽马* 我的柱干是怎么回事呢？它是凸多面体嘛！ 

倍塔 t 它是闹着玩的嘛！ 

教师 s 暂且忘掉柱子吧。即使没有柱子，我们也不会一点 


①牛锁 [ U 1 T ：], 第380页 * 

® 闱贝尔 U &26 a ]。 他的批评似乎是针对畎拉的归纳主义》 

⑤这也是套用方才引的那封信，阿贝尔在信中谀的是如何把有关 ® 牧的— 
般《定理”的例外消除掉 * 从而确保绝对产格 • 原文（包括前引一语)是这样的:“在 
高等分析里，很少有证明得完全严格的命题。砰學研吁〒，哼^亨哼鄠了蛘哼 
甲冷方式，妙的是这种搞法只是偶尔才引起瘙痼找.找原因倒也实在有趣。 
mmL 理由鱿在分 w 学家多半在眼能表示成蓁级数的苧芊吁字？*了学呼 
竽埤八视野——确实而一当有假结论开始 
六矣/滅 i 有无矗蝝晶‘癀 A 嘁淪宝♦全龢奴奴二峙■… ” (重点是我加的。）庞索 
特也发现，在多面体理沦中，正如在数论中一样，归纳概括“常常”垮台 r 太多数的 
性质都是各适其例,全无一般規律可循" （[18]0]， S 45)。 这种提防归納的心理 {&得 
玩味的特征，在于把归纳不时垮台的原因归诸于(車实、数、多面体的〉论域里当 
然有超乎意想的例外 * 

④这又是眼阿贝尔的方法如出一撤 * 阿贝尔就是以同样的手法把有关面数 
的可疑定理限制到幕级数的 5 在欧拉猜想的故車里，限制到凸多面体这一手曾经很 
流行 * 比方说，勒让德先给■多面体下了相当一般的定叉（参见第 U 页注① )* 然后 
又端出一个证明，一方面 t 这个证明决不适用于他的全郞一般多面体，另— 方面* 
却又不只是适 m 于凸多 面体。 可是，在楮装本补注里，他还舟谦逊而安全地撤到了 
凸多面体 ( U 809], 第161、164、22&页)•英非是亊前曾经偶然磁上了他始终讳言 
的例外，才来了个事后聪明呢？ 
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批评都提不出来的。倍堪为了回答我的批评，不费举手之劳統 
设计了例外除外法的这种经过修改的新款式，原先的节节后撤 
换成了战略退却，指望缩进某个地带之后猜想就有了一个可以 
固守的据点 * 这是为安全在孤注一掷 & 你又何尝象自己扬言的 
痱样安全呢？你照旧保证不了据点里头不会再有任何例外。況 
且还有从反方向来的危险。你会不会撤得太猛，把成批的欧拉 
多面体给甩在城埔外头了?我们的應猜想说不定是过甚其辞，但 
我觉得你“完善了”的猜想又非常象是过谦其辞了》不过，你这 
个猜想会不会同时也是过甚其辞，你依然是奄无把握 & 

我还乐意摆摆我的筚异议，你立论忘掉了证明，你揣 
摩猜想有效范围的时候本不需要证明。你决不至于相倍 
证明是多此一举吧？ 

倍塔 t 我从来没说过那神话 

教师 * 不错，你是没说过*但是你发现过用我们的证明来 
M 明原猜想是不行的用那个证明来证明你改进过的这个獠想， 
行吗 T 告诉我。 . 

倍塔 t 嗯……① 


①许多务实的数学家百思不得 其解: 诳明如杲不足为证，又为的是什么？他 
们一方面从经验得知证明或有一失_另一方面又由教条主 X 训诫获悉真正的证明 

必须万无一失 * 卒序冬 f 家解脱这种两难 塽地， 照例是凭一种自渐形秽 m 亟 A 不移 
的 宙仲： 字明才 " 充备％也才專平是在证頃 * 然而，纯粹数学家更知 
情，所以又«：^辑 + 学家的“完备证明”怀有迻_的敬意，假使何起他们的"不完备证 

明"有何用处、有+何 - 功+能\大抵便都要茫然失指了。比方谀，哙代在逻構学家要求的 
形式证明面前毕恭毕敢*而当他想说明_'咱们这些务实数学家所熟悉的”数学证明 
的特征时，他就来了这么 一手： “严格说来，没有数学证明这种 东西； 分析到最后， 
除了指指点点，我们什么也不 会干; ■.…证明就是李托伍德和我叫倣，吹的那套玩 

*儿，是编出来打动人心的花言巧语，是上课勾在黑板上的囹画 * 是奋4学步想象 
力的手法"<[1923%第18页据怀尔德想，证明“只是我们用来检验自己 直觉的 
启示的一种过程"（[1944],第釘&页），坡亚則指出，证明纵然不寒备，也建立丁数 
学亊实之间的联系 * 因而有助于记住事实，这就是说*证明产生一个记忆术系统 
([1^543, 第 1&0— 191 贝） • 
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艾塔：老0，谢谢您这番辩驳。倍塔方寸大乱，把他们中 
伤的怪物除外法的优越性衬托得很清楚了^因为我们说诬明证 
的就是所求证善，这样的回答才不模棱两可6放任 刚慎自 的 
友例来破坏可敬的证明，是我们不许可的，哪怕它们化装成 1 T 
温文尔雅的“例外”也不许可。 

倍塔:我对自己的方法讼也要有了批评的剌激才好去琢磨、 
改进和——老师，请原谅我还是要说—— 寒 f ， 我看不出这算 
什么方寸大乱。下面是我的回答。我拒 绝裇应 猜想，把¥看成 
假的，理由在于它有例外。我也拒绝掉原证明，理由在于这些 
例外同样也是至少一条引理的例外(用你的术语，这话该说成： 
全局反例必然也是局部反例)。阿尔发到此止步,因为他的求知 
欲似乎有了反驳就全部满足了。我要往前走。我把猜想和征明 
平夺限制到那个正当范围，以此为度。这样我便一举两得，一 
则寧辱完善了，訧此專了*二则大体上原就是健全的卑枣也完 
善士，就此 f 帑了，显然再也不含有假引理了。比方说，我们匕 
经明白，移 i 一面之后放在平面上绷平 * 这不是对一切差面体 
都办得到，但是对一切 P 多面体确实都办得到的6既然我的猜 
想得到完善和严格证明，+我叫它皁 a 婷不会错亍。 我把 定理舆 
陈述一遍^ 弯孕 孛寧伴 部辱®&啐”。原证明被你们强装了 
浮 p 不实的一般性才成了不严格的，在凸多面体这个有 te 范围 
之内 总该严格了，要知道，就凸多面体而言，所有的引理明明 
都真啦 。 总之，老师，您的问題我已经答上来了。 

教师，总之，发现例外之前一度好象是明明真的引理，又 - 

—度好象是明明真啦 . 直到发现下一个例外为止嘛。你承认， 

“所有多面体都是欧拉的”是推测;没多大功夫以前你还承认过， 
# 所有无空穴又无坑道的多面体都是欧拉的”也是推测》何不再 
来—次，承认“所有凸多面体都是欧拉的”仍然是推脚呢？ 





倍塔：这一回不是了，是轉增！ 

、:. 教师 * 莪不喜欢你这神自命不凡的“顿悟' 我敬重自觉的 
mu 因为它来自人类最优良的品德，勇敢和谦虚。 

:: V 倍塔 * 峩褊出 T — 个定理，所有凸多面体都是欧控的'您 
只端出 T 一套斑教，训它一通罢了。现在该端出一个反例了，您 
可有法子做到？ 

教师> 你可投法子知道我将来端不出。你是 珍摩了 原猜想 * 
但是，你投法子断言你已经使猜想 寧考: T ， 你的证明已经严格 
得无以复加了6 

倍塔 * 寧有法子？ 

教师》我也没法子 a 不过，我想 * 我改进猜想的方法可以 
改进你的方法，因为我要在证明与反例之间建立某种统一性、某_ 
神真正的相互制约。 

倍塔 t 我乐于讨教。 . 


( d ) 怪物校正法 


罗 I 老师，我插几句，行吗？ 

教师： 自然行 a 

罗 I 我同意大家说的，作为一神总的方针 * 德尔塔的怪物 
除外理应拒绝，因为它对待“怪物”实在不郑重。倍塔对待他的 
“例外^也是不郑重的，因为他仅仅把例外罗列出来之后就撤入 
了—个安全地带。这两种方法都是只对某个有限的特惠区发生 
兴趣。 寒 印方法才不搞厚此薄彼哩。我能眵说明，“经过更: ff 细 
的审查，例外都成了表面的 * 即使对所谓的例外，欧拉定理也 
不失其有效性”。① 


© 马様森 [ 18 a ] • 
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教师，真的吗？ 

阿尔发，我的反例3,也就 是“海 胆吖图7)，怎么<会是普通 
的欧拉多面体呢？它有12个五角星面…… 

罗：我可看不出哪儿有什么五角星。实事求是，这个多面 
体的面是普通的与$甲面，你看不 m 吗？这样的面有卯个，它 
还有90个棱和 M + iiu 它的“欧拉示性数”是 2 。0> 12个“五角 
星面”啦，这些玩意儿上的30个“棱”啦，12个“顶点”啦，全蔀是 
你想入非非，不然决不会把“示性数〃给搞成-%不存在怪物， 
只存在怪解释。一定要洗净自己心中邪魔外道的幻觉，一定要 
学会怎么去看怎么去确定你看见的东西。我的方法是治疗性 
的。你错误地“看见”一个反例，我教你就地正确地识别一个例 
子。我校正你的怪眼光…… ® 

阿尔发：老师，趁罗还没给大伙儿洗脑筋，请先解释一下 
f 矽方法吧。® 


①欧拉定理万无一失的忠诚辩护士德荣茔埃提出过这个论据: 14 海遐…其? r 
蕞势通的平廨的呔拉多面体——"不必加恃征形容词的六十面体 hexaeontai- 
dre sans epithite)—, 有 60 个三角形面、 fiO 个棱和32个顶点。然而，把里状菲 
欧拉多面体解释成三角形畎拉多面体这个主意倒不是德荣奎埃出的，而是 另有一 
段戏剧性历史(参见本页 注③八 

® 嵌能体现一神教条主 义认识 论的特征的，奠过于它的错误论 t 因为，如果 
说有些真理是明 M 的，那就必须解释怎么还会有人搞错，換言之，为什么这些真理 
不是对'人人都明显，每一神教条主义认识论，都根据它特有的错误论，提出它特有 
的一套洗净心中错溟的治疔术 * 参见波普尔导沦 * 

© 庞索恃准是在 U09 到 1S58 年之间的哪个时悮洙过瞌筋，正是庞家特重新 
发现了星伏多面体 t 最先队欧拉性着眼加以分衧，指出其中有些与肷拉公式不相 
符，如小星芒状十二面体([1810])。可是，这同一+庞索恃在 [U5S] 里砝断 然说， 
欧拉公式"不但对凸多面体离，对任何多面体都其，包 括星伏 多面体在内"(:第 6T 页， 
庞索特是用@常_面体这个术语来指星状多面体) * 矛盾显而易见 * 怎么解释呢？ 
星伏多面尽—彘痲儿去了？钱索就在文章开头象是随口说说的那句 话里： “全部多 
面体理论还原为有三角形面的多面体的 理论、 这就是说，阿尔发型庞索特洗 
了狯筋，转变成罗型 庞余舍 亍,在他以注鬌见星状笋边形的地方，他如今只看得见 
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教师 t 让他说下去6 
罗，我要说的都说了。 

伽马< 你能详细谈谈你对德尔塔的方法有何批评吗？你们 
俩都驱逐“怪物” …… 

罗*德尔塔被你的错觉骧了。他随声附和， 说你的“海 m v 
有12个面、邛个梭和12个顶点，是非欧拉的。他只好抱定他的 
论点，说“海胆”又该不是多面体。他两头都错了。你的“海胆” 
既旱多面体又學欧拉的 # 它的星状多面解释是一种 f 爭觯释，你 
可 i 介意呀，这不是海胆在一穎健康的、纯正的心 i ： 矗印象，而 
是它在一颗病态的、被狂念折磨着的心上的歪曲印象。® 

卡帕 t 你是怎么把健康的心跟病态的心、合理解释跟怪解 


三角形了：在他以往 S 见反例的炮方 t 他如今 只看得 见例子 了1 自我批评必走是暗 
中秘密进行的 * 因为 * 按科学上的惯例*这样的大变卦，一五一十地招供是不成体 
统的。 A 们也很想知道，他碓到过环形面么？如果碰到过，他用他的三角形限光处 
心积患地簠新解释过么？ 

眼光的改变不足得永远是沿同一个方向发生的*例如克尔在 [1869*] 里一 
那时他迷上了单连通与多连通曲面这种新的概念框架（黎 *[1 奶 1]) 一-考虑到了 
环状多边形，而依然对星伏多面体视而不见（第66页)。在这篇文聿里他自称6经 
使问題得到了 " 嚴终的”解；五年之后，他却扩大了跟光*在以往只看见三角形和 
三角化多面体的地方又识别出星伏多边形和虽伏多面体了* 

④这是哀里西斯创立的斯多噶派播误论的一部分（参£埃修斯 [約 公元 
150]* IV . 12.4： 又见塞克斯都 * 恩披壅可[约公元1抑 ],I *249), 

照斯多鳴派的費法， w 海狙”是外间实在的一部分》在灵魂上造成印象； Phan- 
tasia 或 vUum # —个 phantasia, 除非巳经成熟为濟晰而分明的观念 (pliantasU 
fcatal§ptilc5 或 compr«hen$io) r 聪明人是不会无批判地附和的 （synkatathesis 
^ adstjisu & h 而如果它是假的，就不可能有这神事，軻学 (epistem$) 正是由潸 
哳而分明的观念的系统形成的_落实到我们的例子，“海胆"所造成的印象，在阿 
尔发的心上虽是小星古状十二面体，在罗的心上却是三角化六十面体。罗必断言 
阿尔发的星状多面视象决不可能成熟为瘠哳而分明的观念，麻因显而 S 鬼：这种 
视象会顒 9T 巳证"的驮拉公式 a 既然如此，里状多面解择只好败退， 作为它 的“唯 
一”竞选者的三角化解释躭变成淸晰而分明的双 念了* * 
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释分得开呢? ® 

罗《 _ 百思不 得其解 的是， 你倒是 怎么把 它们混得了！ 
西格罗，你真以为，阿 尔发从 未察觉他的“海胆”可能 
被人解释成三角化多面体么？当然可能喽^可是,再仔细瞧瞧, 
真相大白，原来“这些三角形总是五个一组躺在同一平面上，象 
围绕自己的心脏一样，围绕着一个躲在立体角背 后的正 五边形。 
于是乎，这五个正三角形就跟位于内心陴正五边肜合为一体，形 
成了所谓的 <五芒星形’，按德奥夫拉斯都的教导，这是健康的 
: 标志… 

罗:迷信！ 

.. 西格马 * 这样一来，在寧寧時心里，海胆的秘密便®然若 
揭，它是一种过去做梦也不的新正则物体，有正则_面和 
相等的立体角，它郎美丽的对称性可以向我们盍篆宇宙拓彳皆命 
奥秘……® _ 

阿尔发:谢谢你啦，西格马，多亏了你的辩护，我才再一 
次逢心 信服,对手使人发窘的本事反不及盟友。我的多面图形 * 
既能觯释成三角化多面体，又能解萚成星状多面体，这不用说$ 
我情愿不偏不倚地承认两种解释…… . 、 

卡帕：你会吗？ ' 

德尔塔：但是，其中必定只有一种是亭解释啊1 
阿尔发：我情愿不偏不倚地承认两种解释，但是，其中确 
实会有一种是欧拉猜想的全局反例。凭什么只承认按罗的先入 
之见“校正好了”的那种解释？不管怎么样，老师，现在总该解 


①斯多琪派自称他们能把 ph an ta s i a 跟 phantasia katalep t i 段分开，怀疑 
派以此作为标准的枇评方法 〈例如 塞克斯都.恩捩里可[约公元 ISO ]， I . 405)* 

@开普勒[1619]，第 II 册，命飕 XXVI ， 

® 这是在如实地讲解开普勒的观点 * 
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释解释您的方法了吧? 

4 ♦ 


( e ) 用引理并入法来改进猜想.证明 
生成的定理与朴素猜想的对立 


教师，我们来回顾一下画框。它是欧拉猜想的真正全局反 
例，也是我的证明中第一引理的真正局部反例，起码我是承认 
的。 


伽马 * 恕我多嘴，老师，画框怎 么驳得 倒第一引理？ 

教师 * 先移走一面，再试试看把它放在黑辑上绷乎。你是 
不会如愿的 P . ^ 

阿尔发 t 为了便于您想象，我告诉您，凡是也只是能够吹 
胀成—只球的多面体有一种性质*移走一面之后，剩下的部分 
可以绷 到平面上。 —— 

显而易见，这样的“球性”多面体，切掉一面之后，总是能 
放在平面上绷开的；反过来诶，同样显而易见，如果戒去了一 
面的多面体能放在平 面上钿 开，你也就能把它捏成一只圆滚滚 
的瓶子，然后把缺掉的一面盖好，得到一个球性多面体。可是， 
画框永远不能吹胀成一只球，只能吹胀成一只圆环0 

教师 * 讲得好。我跟德尔塔不一样，我承认这个画框是对 
猜想的枇评。所以，原来那种形式的猜想，我放弃了，把它養 
成_。但是，我要立即摆出一个加了限制的修钉版，不外是 
说：笛卡儿-欧拉猜想，对“简单的”多面体，也就是移走了一辑 
之后能翊'到平面上的多面体，仍是应验的。这就救活了原假说 

的一部分。我们有了*箩竿李®伴哼啄荜枣毕攀旱^这个论点 
本致被套装立方体、孪 kW 面‘: ■或星 ^多’面体否证掉了， 

它们都不是“简单的〃。 


• sa - 



可见，例外除外法是把主猜想和负罪引理的范围双双限制 
到某个共同的安全地带，因此承认了反例既是对猜想又是对证 
明的批评，我的引理并入法则是维持证明，只把主猜想的范围 
缩小到负罪引理;^身的范围*换句话，一个全局兼局部反例引 
起的反响,在例外除外者那方面是又修正原猜想又修正引理，在 
我这方面则是只修正原猜想不修正引理0你们懂了吗？ 

阿尔发，是的，我想我懂了。为了让您明白我倕了，我要 
驳倒您。 

教师 t 驳我的方法，还县驳我玫进了的猜想？ 

阿 尔发： 驳您改进了的猜想。 

教师：照这样看，你也许还是没有懂我的方法。就先让我 
们欣赏欣赏你的反例再说吧。 

阿尔发：考虑一个立方体，有一个小点儿的立方体端坐在 
它的顶部(图 12) fl 这玩意儿跟我们手头所有的定义 


m ^ 

I 



a 12 

s 都相合，所以是真正的多面体。它能堋到平面上，所以它又是 
“简单的' 按您改了的猜想，它的欧拉示性数 该是夂 可是，它 
有16个顶点、24个棱和11个面，欧拉示性数成了 16-24+11 = 
3。它是您改进了的猜想的全局反例，顺便说说,也是倍塔头一 
个“例外除外”定理的全局反例。这个多面体，尽管无空穴、无坑 
道又无 “重叠 建筑物％伹干是欧拉的* 





德尔塔，把这个饰顶立方体叫尽增？吧 
教师：你否怔掉了我改进了的―，却没有被坏掉我改进 
的方法。我要重新审査证明，看看它为什么在你的多面体上栽 
了垠头证明里必定还有别的假引理 # 

佑塔：当然有，我一直疑心第二引理,那条引理预先假定, 
在三角剖分的过程里，每画一个新的对角棱，总要使#数和面 


数各增加一。这是假的。瞧瞧饰顶立方体的平面两络在那 
儿会找到个环形面(囷 13( a ))。 既然如此，只画一个对角棱* 
不会增加面数的（图 13( b )) s 耍使面数增加一，非添两个棱不 
可(图 


□ □ 

图13 

教师，恭喜你说中了。我确实樽给猜想再加上一虔限 


<a ) 


制 


①反例 e 是吕里埃注意到的 ([1812 —第 186 R): 日*内这一次承 
认他的发了！可是，过了五十年左右庞瘭特还没有昕说过 T6 而 

马梯森 ([1863]) 乃 至 /v 十年®的薄荣騫埃 ([1 细 Ob ]) 还把 El 麻 ft 物，（參£#52 
页注③和第41页注①十九世纪的原始例外除外宥把它跟别的例外并列为 
w 人们照例出示的一例， * 附在©面体一面上的三棱锥， S 者无一梭与前者的後相 
叠合 B 我在大学笔记本里写过奇特的，这里有 V—E+F-S、 雩*了，寧* 
也就吿_段落”（马梯森 £1863], 第449页)*现代软学家渐渐忘记还有 环形* 鄱 I® 
事了，也许是坏形面®流形分类没什么关系吧,伹在剖 的间® 上宋*不 会有戒 关系* 
施坦豪斯在[19$0] 里说: “让我们把地球分成 F 个面家(海和洋看成陆地） * 于是，不 
论政治状况如何，总有 V+F«-E + 2t (第 2T 3 页) • 人 d 闽6想知道，施垣聚斯会不 
会因为西柏林或圣马力诺的存在驳倒了肷拉定理，就千脆把它们~举洧天 * (萑虽 
如此，象负加尔之类的海，他当然可以防止它 们轚个 落在一个国家里，只 If 把它们 
都龙 X 成渐就成了， 褰知 I 他说过的，只有海和洋才该看成陆地 d 

* I 




锫塔： 我晓得您想怎么干 * 愈是想说 
串寧序寧辱辱 璋印' 您要承认多面体原已是 “角化 +的'您 ii 
雀理又 i ▲—个条件， 

教师：不，你想错了。我过一会儿具体指出你错在哪里，先 
洋细谈谈我对你的例外除外法的评论，当你祂自己的猜 i 限制 
到，安全”地带的时候，你没有切切实实审查你的证明 * 七实说^ 
孫充需花这份力气也能达到你的目的。信口说一声不论哪条弓 f 
a 在你定的有限范围内统统都真，对你的目的来说也就够了。可 
是，对我的貝的来说，这还不够。我要把被反例驳侮了的郝条^ 
理本身插孕猜想*所以，我一定要作一番细心的征明分析，吾 
这个基础 it 把那条引理认出来，尽可能啤确埤*述出来•这 
样才好把被驳倒的那条引理并入我改进了的猜想互中*你的方 
法却不会强制你去苦心琿醪毕嘢，因为，你改进了的猜想踉我 
的不一祥，那里面并无证明出场。现在回头说说你刚才的意见。 
被环形面否证掉的引理并不如你所设想，并不是“呼弯哼¥帑 

旱三考舉碎' 而是“年坷了 ffi 用丁岑考華哕分卒 考哿今 :率芎 
举\我正是要把寧学引理变成一个条件。称满足它的面为“单连. 
i 的”，我就能 给原猜 想作第二次改 进：* 了个躓年李枣毕， - 

枣枣穹野弯啤®寧學竿毕寧吹 ，喂 7 - E 十2 。”你仓促先言厂 
原因是你的方法不教你作细心的证明分析 * 证明分析有时平淡 i 

无每， 伹有时的确是很难的。_ 

倍塔 t 我明白您的意思了。除了您的评论，我也想补充卜' 
点观感；算是我的自我 批评。因为， 据我看，赛一举揭示了各: 
神姿态的例外除外衔接成的—整个连续统&旱粮的就是只把某: 
些例外除外了事，瞧都不瞧证明。既然我们一手捧着征明，一 
丰爭着例外， 足岂有不神秘 幺理？ 在这类原始的例外除外者心 
中广证朗和娜外舞有两间 牵不. 通气的隔离赛里过日子的 。另一 






-些人也谇会指出，证明只在有限范围内可行，自以为这就算驱 
散神秘气4了 & 但是，他们给的“条件”仍然是外加于证初计寧 
之上的。①较好的例外除外者勿匆忙忙瞟证明一眼，灵感一来就 
讲出决定安全地带的条件了，跟我刚才的倣法一个样。.最好的例 
外除外 考是作 一番细 ，心 gffi 明分析，在这基础上很揞细地描 
出禁区的界繹从这个角度看 * 您的方法¥实只是例外除外法 
的一个限情況… • 

^ 唷塔 ： …它却展现了证明与反驳根本上的结证统 一性。 

教师 t . 佴愿你们全都明白 T , 证明也许不成其为 ffi 帮，即 
丧如此，毕竟是在帮助我们改 a 猜想圩陟 炒寧华俱 

:为羋举不年勢 fa 哮吟。寧方荦那厚•辱單 

(Logic of justification) 秦辱心每砷尽年 

: I *# A 毕-墀單睾萝方早。 ：-? 

• : ▲嶔自 .焱瘇#矗4些▲名其妙的话了,就是挺，惫 

^因为一个猜想既“樁挨驳而大惊小怪，甚至煆蒱想您也 
，: M M 去“证明 ' , 广 ：' .1 

: r 卡帕(旁白 ）： 其实是“证不明、故得勤”®，为什么要叫“庄 

•- . - . . . • 

-明' ■ 

① “ …… 吕里埃的研究报告由两个孕然不呼的部分组成6在前1細分 * 作者 
提串了脒拉定理一种别出心裁的证明 。在 砉+痂务 ，他 的目标是指出这个定理所聶 
到 ^例外。”（0果内给吕里埃文章每的编者#论，见于吕里埃 US12—1813aJ， 第 
172页，重点是我加的。） 

奎哈；轲斯在 E19U— 19313里不加枇树地但是忠实地福述了这种分室塥 S 
龙： w 在+九 世纪，几何学家除了欧拉定理的新证明之外，也择力确定 它在某 
些情况下允许的例外。例抓庞索特叙述过这类例外。吕里俟和赫塞尔則试函给识I 
外分类+ ■…(第1052页。） .. . 

② 哙代、李托毋遇' 怀尔德和坡庳似乎都忽略了这一点 .( 见第29页 法①、 
© 原文 improof 是一生遣的双关语，若看成 im + proof , 可解释.为“不证 

明”，若看成动词 improve 的 g 词化，又可解释为改进 1 V译者造不出岡样洪造哼 
仅浯双关语翁一^译者， '' " < 





教师：撻醒各位，佾愿这么干的人寥寥无几 # 由于深受助 
採论教条的感染，大多数數学家没能力做到,对闻一个猜想，证 
明亨反驳同时并举 * 他们 -4 去证明，琴4去反驳。假使猜想 
正 i 是他们自个儿的，要通过反驳 iit 进，那躭格外没 

能力做到。 mnn i 

好嘉一# A 外贏外# i # A 的 ~ T f 是*为 
安全而孤注一掷”,设计一个在“安全-地带可行的 ;了學 
才是让4明经受一次周到鉍批判性考察，看看&己是不 iiei 
一个生加的条件都用上了 & 如果不是的，他们便把过分谦逊的 
定理初版“强化”或“ 推广' 也鱿是列出证明所倚赖的引理< 然 
后并入猜想。比方说吧，#出一两个反例之后，.这神人也许要 

先制订一个％呼印增沙_外牟卑: A 所有凸多面体都是欧拉的％ 
把不凸的特桃‘施一 posterior), 他们才 

设计出哥西证明，裊证明里没有真正“用上”凸性，这才 
建立了我们的引理并入定理!①他 扪的程 序是把唆呼的例外除 
外跟嗣后的证明分析、引理并入铕合在一起，从助探论上说 r 也 
没什么毛病 _ 

倍塔，这种程序当然不杲废止批评，只是把它推«幕后进 
行。他们不直接批评过甚其辞，而去批评过谦其辞 I 

教师 i 我很高兴，倍塔，我把你说服了 * 罗，镰尔塔，梦 
P 对此作何感想呢？ 


© 这种标准供式本质上訧是坡亚和舍戈的经典著作 U 927] 第 vii 页上描述的 
捵式： K 要仔细检査每个证明，翟翟是不是真闬上了所有的假定：要设法从较少 
的假定得出 B — 推断…/―裒班反例 SI 出你 E 经到了备神可能拄的边羿线，否則 
不该满足， 
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罗，起码我坚信 4 环形 1ST 问®是个假问理I你们所谓齣 
“饰顶立方体”本是两个立方体焊接为一。你们对它的面和棱是 
什么作了一种怪解释，才闹出了这么个问埋， 

教师 * 讲讲道理。 

罗： * 饰顶立方体”是彼此在一起的两个立方体组成的 
多面体 。 您该同意吧？ 

教师 * 我无所谓。 

罗》可是您把_焊接 v 给解释错了。 A 焊接*就是把小立方体 
底部正方形的各顶点与大立方体顶部正方形的对应顶点角棱连 
在一起，足见根本就没有什么“环形面％ 

倍塔^环形面是有的1你说的剖分棱是没有的! 

罗：剖分棱是艤蔽的，只有你那双没训练过的琅睹才看不 
见1① 

倍塔 * 你指望大伙儿认真看待你的论据吗？难道我看见的 
东西是迷信，你的 41 隐蔽的 v 梭反而▲现实吗？ 

« 4 

①德荣畜埃力主用 ft 嫌梭 “焊接”两多面;^的妙法 C[1890b；U 第 171—1T2 
5T), 他用怪物除外来反对空穴和坑道，而用怪物校正来反对饰顶立方体和具扶多 
面体用怪物校正保卫欧定理的元肋要箅马铮森 [1S63]* 他#始至终只用怪物 
校正 * 他得心应手地展示出險蔽的梭和面 , 把一切非欧拉的东西郝给解奪掸了,包 
括有坑道和空穴的多面体在内*徳荣奎埃的焊接是对环形面作 相底约 三角剖分/乌 
梯森却焊接得经济又经济；最少要 多少* 才能括环形面蚪成单连漘的子面，他 It 
画多少 C 困 14)* ^ 

马梯森异常信赖他把革命反例转化为校正安貼的资 r 阶级欧&正例的士法 * 
他自称"任何多面体都有法子分析成是对欧拉定理的证实…他历.数浅薄的观 
察者指出的所谓例外，然后说道，凡厲这类情況，都能表明多面体有着隐 茕的檐 
和面，只荽它们也算在内，那么，即便对这珐似乎难驾驭的情札定理 F — i+F 
•2 也 M 样不失其光彩 J 

补画棱或面能使非欧拉多面体变换成歌拉的，这个想法劁也不采电自马梯森， 
而是出自赫#尔< 赫塞尔以三例为证 ，还都 《有«美的图形 ([1832]* 第 14— 15页 
不过，他采用这种方法，可不是要 41 校正”例外，相反， 倒是要 rt 讲淸 ® 有例外 h ，才 
嫌出了这些畎拉定律生效昀而只相当近似的多面体 

v4V * 





t ； ^ <a Y \ - ：(b T ； _ ( c ) 」 ：\ - ： . 

i 图 14, 环形面 三说： （口)嫵泰奎埃的，（_办 ） 马梯莽钓* 一、、 

“投训练过的眼睹”的* … . 

, I f 

• • . - • ' f . • * : 

: :罗： 瞧瞧这块盐的结晶詩 U 你想必 会说这是立*体％ :: 
'’〜 蓓塔：当然。 … 

罗 t 立方体有 V 2 个棱，对木对？ 

倍塔 ：对， 是有啊。 " 

: /罗 t 但是,这个立方体上稂本没有棱。棱郝是隐蔽的•只 
畢学过你的理与再遣 v 棱才出现了。 

: a 我要想想这+问齄。有一件事总瘥淸楚的 v 老师批 
评过我不该自夸我的方法能通达确实性，批评过翠痗了运明^ 
皆典坪 也适: 合你购“怪物校疋％丝毫不亚于我的“例外餘外％_ 
^教师:德尔瘩，你怎么样？修想如何驱逐坏形面？ : ；,.：■ 
f / 德尔塔 * 我不想驱逐 ： t a .您 aw 了.我，我也改宗您的方法 
r . 我只有一事不明：您为什么忽略了筚宇引理,不把耷頓 k 
当了，也合并进来呢？我来提第四种表述，但愿是島后 一利 1 啦1 
“所有合乎下列条件的多面体都是欧拉的 t O ) 是筒单的纟 （ b > 
，个面都是单连通的 I ( c ) 在绷开而 f 作三角剖分麻得到的劳 
* 与_ 化尚铬 萆:，.:可以给三角形编上号 * 按这种正疏次序移走 

三角形时，V - £ + p 不会变，直到得出最末一个三角形㈤止， ® _ 

• - • • P . - 

①释咅这个引理强得无谓；换成"对于翱开而后怍三角剖分所得到的平面三 
角化网络，V— £+F=P> 也足以迖到哥西证钙的目的了》哥西似乎没有寒宽两 
者的羞异《 ^ . 



我真不明白，您为什么不一举提出这种録悚您 專正‘ 
郑重对待自己的方法的，您躭会把呵弯坤引理尊等变成条件* 
为什么要搞这种*零敲碎打的工程呢?① 

阿尔发：托利党徒变成拿命党人啦1你的主张，我深埭埤 
乎乌托邦。因为，引理决不止手牵 Q 譬如说 “(幻1 + 1 = 2”，“的 
所有三角形都有三个顶点和三个]凌*%还有许许多多别的 舞件， 
你为什么不统统补上呢？这些引理，我们不也的确用上了？ 
提个建议，只把巳经找到反例的那些引理变成条件。 

伽马：据我看，要是取你这一条作方法论规则，可就 
太没准儿了。还是把能，@有反例的，也就是并非显而易见、 
无可置疑的引理插进去吧。 …： 

德尔塔 * 对呀，难道有谁感到第三引理 M 而易见本成？还 
是把它变成第三个条件吧。 

伽马：万一证明中各条弓 I 理所表示的手术不尽独立，该怎 
么说？很可能， ： 只要某些手术行得通彳其余的也奪終兮彳导通。 
起码我疑心， 

果真有的 

—引理并又“想之 s , W 不必再把第三’引理并入了。 

德尔塔：你是说第一个条件蕙涵第三个。你能 证明逵 

■ - • ••. 

吗？ 


易卜西隆；我能。 ® 

阿尔发 t 不论实际的证明何等有趣，也无助于解决我0面 

临的问题：改进猜想什么时候才算到了头？我尽可承认你自祙 

♦ - • - ■ - • ■ 


® 学生们显然十分稍通当代社佘哲学。这个术语是麩膂尔迪的（[1957]，第 

64页） ， _ 1 

@实际上，这样的址明是赖哈特最先提出的([1941]，.第23页\ • 也参见范 
德瓦尔登[1941]»希尔伯特和康福森满足于"容易看出”伽马论靳是真的（ Q1932J 
的英译本，第292页） • 





到了手的证明确实到了手，但那也不过是把第三引理分解成若 
f 新的子猜想而巳*这些于猜想要再变成条件么？究萁何时罢 
休？ 

卡帕：证明里总有无穷回溯 * 所以，证明都不成其为证明， 
征明是_神游戏，兴致好就玩你的，玩腻了就罢休。 

易 h 西隆 * 不，证明不是游戏，是—件严肃的工作 # 平淡 
的真引理是无箱乎变成条 件的， 一到那样的 引理， 无穷回 m 就 
能够截住了。 

伽舄 I 正合我意*由平淡的真引理可证的引理，不用变成 
条件。由已列引理可证——可能要借助于平淡的真引理——的 


引理，也不用并入。 

两尔发 t —言为走*那好，我们把两条不平淡的引理变成 
条件之后，玫进猜想的活儿就大可洗手不干了。说实在的，这 
种靠引理并入来改进猜想的方法，我以为，简直是无懈可击。 
据我看，它不但改进丁猜想，而且筇#了猜想。我从中还学到 
—条重要的道理 t 说什么证明题目标是最终表明某—叙 
述清晰的论断是真的，否则就表明它是假的”①，这话错了/诋 
明翅”的亭年目标是把原来的1.卜率#琿辱咚埤一说实在的，是 
完善一_成一个名副其实的牟爭 

我们的朴素猜想本是“所面体都是欧拉的' 

怪物除外法保卫这个朴 素猜想 的办法是重新解释其中的术 
语， 弄得太 家到头来还是只有一 个译垮 除外苹3,所有多面体 
都是欧拉的 * •但朴素猜想与怪物除外定相同却隐蒇着 
某种本质上的玫进，靠偷换词义瞒住了。 

例外除外法塞进了 一种其 实是外加于论据之上的成分，就 


⑦練亚([1秘]，第14加， 
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是凸性 * 印外學外卑寧成了 ，所有 凸多商体都是欧拉的％ V 
引理4入据，倚赖证明，而不倚換别的《说穿了, 
它是把证明总结起来，放进了引理并入定理 ，所有 带单连通面 

的简鎂拉矗夂 . / 

这说明了一现在我按传统涵义来使用 * 证明”这个术 
语 一 谁也不是在证其所求证者，所以，没有一个证明能以“证 

4<f*«»**<f** » * 

毕 ” (Quod crat demonstrandum) 的宇样绪尾，① 

倍塔 t 有的人说，按发现的次序，定理先于证明，因为， 
“证明 一个数学定理之前，你得先猜到它才行 # 。别的人否认这 
种看法，声称发现过程是从一组预定前提引出结论，并 且注意 
有趣的结论，假便你有足够好的运气找到的话*或者用我朋友打 
的一个挺讨人欢喜的比喻，有的人说助探论的“拉链”是按溴绛 
培构从底栅(结论)往上拉到顶端(前提>®，别的人却说它是从 
顶端往下拉到底端。你的苋解是什么？ 

阿尔发 t 是你的比喻对助探论不适用。发现既不是注上， 
又不是往下，而是走一条弯弯曲曲的路 t 被反例激活，从朴紊 
猜想移到前提，然后又反转来勾销朴素猜想*用定理取而代之 * 
朴素猜想和反例在羽毛丰满的演绎结构中不复可见，发现走过 
的弯路在成品里无从辨认。 

教师 I 说得很好6但是，不妨补充一句，谨昉误会，定理 
并不是不同于朴素猜想 6 证明并不是必然在改进。如杲朴 
素猜想方面是证明计谋发现者始料所不及，是随后才在定 
理中出现的，那么，证明是在改进而在#勢_理论中未必如 
此。当然，在年轻的正在生长的理论中确发现与核正、 


①最后这句话出自安市罗斯的趣文（[1969]，第438页 
© 参见第5页注①。 41 拉钱”的比喻是布雪思韦特发明的；然而 * 他只谈到 
辑的••和“认识卑的"拉铐，没谈到"助捭论的 ••拉 链([ I 9 抑: U 尤其是第352页) 
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证明与改进相互交织，首先是后面这种理论的特征， 

卡帕(旁 甴; h 成熟的理论可能返老还童。发现永远要使核 
.正报废 

西格马：这种奋类跟我的分类不谋而合呢 I 我的第一类命 
题就是成熟型的，我的第兰类就是生长型的…… 

伽马(打 断他夂 定理还是假的 I 我找到它的.反例了。 


5. 用全局而非局部反例来批 
评证明分析 * 严格性问题 

( a > 保卫定理的怪物除外 

伽马 t 我刚才发现，我的反例5,也就是柱子，非但驳倒了 
朴素猜想，还驳倒了定理。虽然两条引理它都满足，它并不是 
欧拉的 。： 

阿尔发 t 亲爱的伽马，别变成怪_狂了。柱子是闹着玩的， 
不是什么反例。没有哪个严肃的数学家会把柱子当成多面体 
伽马 t 我的反例3,海胆，你何以不提抗议？难道 它不及 
柱子“怪僻3当然喽，爭吋你是在哗浮朴素猜想，所以你欢迎 
反驳。争年你是在學早定理，所以你憎恶反驳啦！串哕，每出 
一个反你总问/‘想错在哪里？瑰在，称只问 I ▲例错在 

f 旱？ 

德尔 塔：阿 尔发，你已经变成怪物除外者啦！不觉得难堪 
么？① 


①保卫定理的怪物除外是非形式数学1的重要摸 式:“ 挫败畎 拉公式 的例子 
错在哪里？为确保欧拉公式有效，要用哪些几何条件更确切地规定 F 、 V \ E 的意 
习题29。）往子是在习题24里举的例。答索是“棱……应当 
终止于角落”（第225页坡亚还把这话推而广之，数学研究中不乏这神琦 面：定 
理业巳定型，却还得给术语更确切的意义才能使它完全对头 M (第邱页) 0 
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( b ) 嗱蔽引理 

阿尔发 * 觉得。也许我是轻率了点儿 & 让我想想。.有 

我们早已讨论过寧一考，局部而非全局反 

它们 i 定驳不倒定理。 第二类， 全 i 兼局部反例 ， 也没什 

♦ * * 

么大不了的， 因为，它们远不是在反驳定理，是在证实定葙 9 
再往下，说不定还有寧孕；，全局而非局部反例。这就会驳倒 
定理了。我一向认为 ii; 可能的。瑰在，伽马说，柱子便是 
—例。假使我们不想把它当怪物拒绝掉，我们就不得不承认它 
是个全局反例了，嘛。可是,难道它不会厲于无害 
的第二类？我敢打赌，至少有一条引理是它满足不了的 9 

伽马 t 你我来核査—下吧。第一引理，它肯定满足：如果 
我移走底面，我能把剩下的部分放在黑板上绷开，轻而易举。 

阿尔发 t 如果你移走的凑巧是套圈呢，这玩意儿岂不分成 
两块了！ 

伽马：_又怎么样呢？第一引理要求多面体是“简 单的' 
就是说，移圭于一面之后，能放在平面上堋开弋即使你 3 fe 移 
的是套圈，柱子照样满足这个要求。你的话无异于说柱子还该满 
足一条#考引理，即所 f 郅哼 f 早 ㊅ 嗲卑旱荜蟫哼 。 不过，瑢 
争引理又士谁陈述适壳？ 

* 阿尔发*人人都是把“绷开 3 解释成 # 绷成一块'“绷开而不 

* * * 

轉”……过去我们所以不把第三引理并入定理,是因为易卜西 

隆证明了它能从第_引理推出。瞧瞧那个证明。一眼就能看出， 

它离木了绷开的结果是连通网络的假定1要不然，对于作了三 

* » 

角剖分的网络， + P 也不会是 

伽马：当时你干吗不坚持把它公开陈述出1每?+ 

♦ * 
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阿尔发：因为大伙儿都当它 是寧巧 I 陈述了的。 

伽马：起码你决不是这么看的 0 i 为，你当时建议，用《简 
单的”代表“能吹胀成一只球的' 柱子能吹胀成一只球。足见， 
按修啐解释，它咋碜符合第一引理* 

&尔发 t 嗯……但它不满足第二引理，也就是“任何一面用 
了枣孝筚剞分±辱_ 分璆 M 垮' 这你就非同意不可了 * 你有何 
“44圆 “ iiA ▲角剖分？这些面会是单连通的？ 

伽马：当然是的。 

阿尔发 * 可是，柱子上根本就不可能画对角线呀1对角线 
是连接两个不相邻顶点的棱。而你的柱子一个顶点都没有1 
伽马：别胡搅蛮缠。要是你想说明圆不是单连通的，就画 
—条 f 产生新面的对角线给人看看。 

i 尔发：别装疯卖傻，你明明知道我画不出来。 

伽马：那么，你承认“圆有一对角线，这条线不产生新面 
是 f 话吧？ 

_阿尔发：不错，我承认 & 现在看你还有什么话说？ 

伽马^那么，你就有义务承认它的否定是真的，就是说， 
“画的所有对角线都产生新面 '换言 之,“圆是单连通的' 

阿尔发 t 你这条引理*圆的所有对角线都产生新面％ 一个 
实例也举不出来，所以，它不是亭哼，而是考寧冬哼。你的真 

•» 4 

理观是假的。 

卡帕(旁白 ）1 起初他们大争什么是多面体，如今又大争什 
么是 真理! ① 

伽马 * 可是你已经承认过这条引理的否 定是俾 咛啦！难道 
会命题 A 是芩葶冬哕，非 A 倒是弯寧冬啐邳渾咚？你的意义观 

①伽马的 空洞的真话是十九世纪的一大革新》携出这个问思的背录至今库 
细不明， 
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无意义 1 

提醒你，我明白你卡在哪儿了^不过，我们可以稍微改一 
改表述，把它绕过去 # 我们不妨说，一个面是单连通的，当且仅 
当， 卜 却 I 毕: f 寧了圆 
和套圈都不会有对角线，可见，对它们而言，不论 x 是什么，前件 
永远是假的。所以，条件句被任何对象所印证，既是有意义的 
又是真的*換言之，圆和套圈都是单连通的，柱子嫌足第二引 
理。 


阿尔发*不对〖既然你画不出对角线来给各面作三角剖分， 
你就始终得不到三角化平网络，始终结束不了证明6那么，你 
怎么能说柱子撕足第二引理？你看不出那条引理中华 m 弯了个 
存在子句？面的单连通性的正碗解释必须是这样的:“对+所有 

f ， 牢筚寧一切早，莩斗'亭了个 
x ^ mkk 9 \ ’我.们’原来 •“表 .述也 ’许是 .没’有‘把它一崧一眼讲出 

i , ■但一个无意识作出的“隐蔽假定，①，它是有的，柱 
子的每一面都跟它不合》所以，柱子是全局兼局部反例，驳不倒 
定理。 

伽马 I 起初你塞进 # 连通性％改掉了绷开引理> 如今又塞 
进你的存在子句，改掉了三角剖分引理 t 什么"隐蔽假定、全 
是遁辞，只不过要隐蔽一个事实*你发明这些修改方案是我的柱 


子通出 来的， 

阿尔发，何尝有什么遁辞？你我早有 协议* 平淡的真引理 
应当省去，也就是说，应当“隐蔽' 那又为什么要昧述和并入 
平淡的假引理呢？它们同样的平淡，同样的令人厌烦 I 还是把 

春 

①“欧几里得……用了一条他全然没意识到的公理” C 罗索[⑽3]，第 40 T 
页) ，作 （ sic ) 隐蔽 辰定”是软学家和科学家的口头语。也见伽英夫对 哥西证 明的讨 
论 ([ W 於： I ，»»页),或见伊夫斯和纽森坶沦欧几里得—书 U 找 5 S ]， 第 S 4 页、 
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它闷在你心里 (en thyme) 不声张为好 # 隐蔽引理不是错误，倒 
是以精明的速记略而不谈我们的背景知识。 

卡帕(旁白)：背景知识的住地就是我们自命无所不知1实 
则一无所知的领域。① 

伽马；要是你当初有意识，你该徉两个假定 * ( a ) 

面之后永远留下一个连通网络， （ b ) 任何非三角形面都能用对 
角线剖分成三角形。这些假定当初揺在你 的-寧 尽里的时候， 
老是被列为亭埽 f 枣的引理*然而，柱子叫云了个勉斗进 
入你的寧堺，它们列为辱的引理亇。你银&子迎 
面相撞 iif ， 简直无法设想这渝-竟然会假 4 如果规 4 你 
说你想到过，你就是在改写历史，洗刷它犯过的锖误。 ® 

帖塔 * 阿尔发，不久以前，你还嘲笑过每次挨驳之后从德 


① 非形式数学的好教科书照例点出了它们的"速记”项目，也躭是它们认为 
平纹得不值一提的那些或其或假的引理。标准的措辞是 ，我 们假定读者 x 型 
引理” 。随着批评俾背最知识转化为知识，假电别 A 热悉的分量 S 趋减少^ ^如， 
哥西竟然未察觉他的名著 [1321] 预设了 读者“ 熟悉”实我理论 & 任何反例，只要会 
把有关无理数性质的引理挑明，他都会当怪物拒绝病杀斯待拉斯及拜学浓不 
复如此，所以，现在非形式数学教科书浙辟了一輋讲实数理论，其丰捜罗了这些 
引理。 但那些书的引言里又照例假定读者“熟悉有理数 理论％ (例如，见啥代《纯 
粹数学>，第2版 (1914) 及以后各版 9 初版依然由忐糸遍也赶进了背景知识：或见 
鲁丁[扣53]。)更严格的教科书定的背最知识还 要窄* 兰道在其名著 [1930] 弓 I 言里 
假定读者只私悉“逻辑推理和德语、就在同一时间，塔尔斯基搞偏表 明了，兰道一 
语略尽的那些 绝对％ 七但可以假，还不一致啞，因为德 语是一 种语义 
上封闭的语言 u 这才叫人啼笑皆非。人幻蒗想知道，宄竞宴到 啄一夭 “作者承认自 
己対 a 领域无知"才会取代一副权威气派的捥辞“作者假定人入熟悉 X 领域"一不 
言而喻，只有到承认知识并无基础的那一天才厅。 ■ 

② 只要是初次发现，隐蔽引理还是被目力错误的。当贝克尔初次指出 哥西证 
明中的一个“隐联 "( stillschweigend ) 假定的时候（他引用的是巴采尔 [1862：! 的第二 
手证明）*他把它叫做 "错误 的 a ]， 第 67—63 页），他毐请大家注意,玛西认为所有 
多面体都是简单的 ， 就是 说， 哥西的引理不只是隐蔽的，还是假的 。 然而 ， mk 
学家无 法想象伟大的数学家会犯这样的错误 & 在庞卡勒 [190®：] 里可以找到一个千 
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尔燔的定理里冒出来 的“ 隐蔽”子句。如今，正是你每次挨驳之 

后就在引理里造隐蔽子句,正是你在转移基地，还想保全 

亩子 隐蔽你的转移。你不觉得难堪么？ 

「二十 柏： 本人引以为快的莫过于教条主义者身陷绝境。自阿 

尔发披上好斗的怀疑派的外衣去摧毁小号教条主义之后，他变 

得狂妄极了，此时此刻，反而轮到他被同一类怀疑主义论据逼 

* 

进了死角。如今他出尔汊尔，想击退伽马的反例，先动用他自 
己揭露过禁止过的防卫装置(怪物除外)，随后又偷运后备军，把 
44 隐蔽引理”塞进证明，把相应的“隐蔽条件塞进定理。.他踉别 
人不同在哪里？ 

教师 t 阿尔发出了麻烦确实是因为他解释引理弁 x 时转向 
了教条主义。他以为，细心检査従明会得 出完善 的证明芬析， 


其万确的如何伪造历史的规划: " 不严格的证明什么都不是。我看没有谁会抗拒这 
个宾理的。但是，假使看得太死板，我们势必要得出结论，例如说1820年以前浼 
有数学《这明明是夸大 其辞。 那时的几何学家是马马虎虎理 解我们 要长篇大论才 
说得清的道理。这不等于他们根本不世， 只能 说他们太神逮电掭泣 去了， 因为 • 
旻懂透是一定得不眸饶舌之苦的__〔第374页)。贝克尔谀哥西“错误”的那份报告非 
«1洲4式地”改写不可: u 涉不错语倍加不好全面式地改苟 H ，②拖坦尼茨干过改写工 
作，他坚持"决不可能始终无人察觉呔拉定理不是普遍有效的” （[1914— 1931]，第 
20页)。庞卡勒本人也把他的规划应用于欧拉走理，大家知道,欧拉证明了，对于 
$多钵面 V-E + F=2\[1893]) e 亊实上，欧拉当然是对吁亨多面体陈述他的定 
® 的。 

②着了这句^人工的自然汉语*%读者不必惊诧 * 原文 w <Joubleplusung66d 
rets iinenois rewrite fullwise •'本来就不是英国话，而是英固作家乔治、奥韦 
尔 (George Orwell, 1903—1950) 在小说 cl984> 里给一个极权丰义乌托邦 w 大洋 
国"(00烊1^)设计的宫方语言，叫“新话” (Ncwspcak)， 更确切地说，是“新诘"的 
款式 u “ 新话" 以表达绝对纯正的思想为目标，因此最注重速词造句方式的 
规范化。按它的语法规则，词类的分别几乎不 存在； 任何词添上前级后形成反 
义词，完全取代了习用的反乂词：旻加强语气便总是添上前级 Plus , 还要加强則 
舔上 doubleptus； 造副词的办法永远是添上后缭 wise ; 诸如此类 9根据这里规 
则，译者揣测(只好揣测，因为无缘去"大洋国>一麻)，这句怪话大致可依“老诖” 
理解为：（贝克尔的报告)提到了真话，菲常非常槽糕，要彻底改写1 —■译者 



收罗了了势假引理(跟倍塔以为他能枚举丁淨例外奄无二致 >• 
他以为， i 些引理并入之后，他不但能达到改进了的定理，还 
能达到完善了的定理，不用再担心出反例。柱子说明他错了， 
他不认昧。相反，照他现在的心愿，一个证钥分析，只要含有 
—切相干的假引理，就该叫做完备的。 

• 脅 

( C ) —证多驳法 

伽马：我建议承认柱子是定理的真正反倒。我来发明一个 
(或一些)会被它驳倒的引理，添到原来的清单里去。当然喽， 
这恰好就是阿尔发做过的亊0但是，我不是把它们“隐蔌”起来， 
将它们隐蔽”引理，而要公诸于众。 

相对于老证明分析和对应的老定理，柱子是个费解的、 
危险的全局而非局部反例(第三类)，现在，相对于新证明分析 
和对应的新定理，它会成为无害的全局荦局部反例(第 二类八 

阿尔发以为，他的反例分类是绝对^1，事实上它是相对于 
证明分析的。证明分析生长了》第三类反例会随之转化为第二 
类 反例。 

兰勃达：说得对。一个怔明分析是“严格的”或“貼切的％ 
对应的数学定理是真的，当且仅当，不存在该定理的“第三类 * 
反例。这条准则，我要称之为串螟堆尽#咢旱琿，因为，它要 
求全局反例也得是局部的，就 4 鯈，从朴素猜想反 
传到引理，从定理的后件反传到前件。如果有一个全局而非局 
部反 例破坏 了这条原理，我们就给 ffi 明分析添上适当的 引理* 
使它复原*所以，虚假性反传导原理是释 f 客丰李的证明分析 
的增 T 辱琴，全局而非局部反例是证阴分析生长中的触发剂， 
+褊^回想一下吧，稱怕一个反驳还没找到的时候，我们 
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躭先动手挑出了三条可疑引理，镝起证明分析来啦1 

兰勃达 t 这是实话。证明分析不仅可 fet 在全局尽例的压力 
之下开始，当人们学会了戒备*令人折服”的证明时也可以开 
始。① 

在尊一野 If 珲下，一切全局反例都是以第三类反例的身分 
出现，一切引理都是以“隐蔽引理”的身分开始自己的生涯的。 
这类反例指引我们逐步建造证明分析，自己也就一个一个变成 
了第二类反例。 

在号 了呼寧 坪下，由于我们事先处于怀疑状态，厫忌到了 
反驳，不# e 何反例便得出一个高明的证明分析。届时有 
两种可能。竿了呼 V 寧是我们用局部反例率孕崞驳倒了列入证 
明分析的引 i :-64 往有缘发觉这些反是全局反例。 

阿尔发 t 我正是这样发现了画框的：我先去找一个多面体* 
指望它移走一面之后还是不能放在平面上绷乎。 

西格马，照这么说，不仅反驳对证明分析起触发剂的作用 * 
证明分析对反驳也可以起触发剂的作用 I 好—个不神圣同盟，貌 
似仇敌的倒在暗中携手！ 

兰勃达 * 说得对。即使一个猜想看来很合乎情理，甚至是 
自明的，也应当去证明一下。因为，这样也许会觉察它是伸仗很 
牵强附会、很成疑问的引理。反驳这些引理也许会引出对原猜 
想的某种意想不到的反驳 

西格马：证明生成的反驳 I 

伽马：如此看来，“逻辑证明的价值不在于强立信念，倒在 


①这个班水平相当髙 * 还没有出全局反例 * 阿尔发、倍塔和妯岛就对三条 
引理起了疑心在实际的历史中，证明分析过了好几十年才来 * 很长一个时期， 
反例不是被当成怪物路 瞒起来 戎躯逐出去，號是被列为例外，从全局反例转向证 
明分析这个助捽进裎——虚假性反传导尿理的应用一■在十九世纪初期非形式数 
学里实际上是不为人知的 ■ 
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于诱发怀 疑％® 

兰勃达 t 还是让我回过头来谈谈學我们孕亨找 
到可疑引理的任何局部反例。 ' ' 

西格马：就是说，反驳不来助证明分析一臂之力了 1那时 
候会怎么样？ 

兰勃达，咱们这号人会给烙上金印，判为“怪癖狂％征明 
会博得绝对的尊仰，引理会不容起疑心。原来的证明分析会立 
刻被遗忘。®不靠反驳，一个人是无法维持他的疑心的*证明 
中的疏漏在“平淡真理”的昏光中几乎无法识别，没有反例来把 
反驳的亮光引向这些疏漏，疑心的探照灯光会失去增援，会立 
刻熄灭。 

所有这些都告诉我们，不能把一个证明与多种反驳搁在不 

① 福德尔 L 找訂] ，第或者说/证明的一大功缜是慢 ft 灌输了对于被 
证明结果的某种怀疑主义，（罗索 [1 以 )3], 第360页9他还举了一个绝沙的例子。） 

② 好多 A 知遒，可以使 "先检真理” 被怀疑所笼車 * 乃至最后被驳倒* 
从而使 i 明沦为单纯的至于玦乏批评或反驳也可以使不合谓理的猜想转化 
成“先验'真’理％从而使 暂！^ 的解释 潜 m 匕_就¥大有人知道了,但是同样重要0 
欧几里得和牛顿的兴衰便是这狩演变棋式的两太亊例。表落的历程众人9知，兴 
起的历裎照例是讲错丁。 

冬斤早―几 M 似乎是作为一种宇宙论提出来的(参见波普尔[ 19&2 ]，第 1 打一 
189 MV 仓 A 心设”和"公理”(或称“公论”)当初也曾是锋芒毕露，吨地 a 人的命 
题，在向巴门尼德和芝诺宜战—报据他们的学说，这箜 w 公设 * •不单 是假的 * 甚 
至还是逻辑上假的，不可思议的。車过多时，设"才被奉为真得无可怀疑*锋 
芒毕露的 反巴门 尼德“公理 B (如象“整体大于部分。)才被视为平淡无奇，以致曰后 
的证明分析中略去不提，转化成了* 4 隐蔽引理、这个过橙始于亚里士多德，他给龙 
诺烙上金印，称芝诺为“好辦的怪癣狂”，称芝诺的论证为“诡辩' 萨»最近披露 
了这一历程，具体 A 微,读来精神一振 ([ W 肪第 6 H 4 页)萨博表明，在欧几 
里得时代，“公 理”一如“公 设”，是指交互批评的对话 （ dialectic ) 中虚设的命 ®， 
要由推断来检验，并不是巳被付论参加者承认为真的》这个词的息思刚好倒了个 
儿，真是対历史的调命欧几里得的权威在启蒙时期达到了頂峰&据克弟洛说， 
欧几里得所以陈述明显的引埋，不过是要叫“顽冥不化的逾辨家"脏气。他教促同 
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逋气的隔离室里。正因为如此，我想建议给$1寧井七毕•改个 
名宇，叫它“一证多驳法”。我且用三条助探规 i ® + 来 &的要 
领： 

mm 2 , •却挈， 

kkim , 

mkk-&^mrkmm ， f 琴 W 舉 f 梦+芩 f o ® 

krn ^ f 如果你 有一个局嶔检査一下，看看它会不 
会也 ii “反例 4 。果 真是的 +，+ 你不难再应_用规則2。 


行们别这么干，免得 M 模糊了€明，搞烦了读者”([1741]，第 X 页和第 xi 员)* 

牛顿的力学和引力中也是作为大胆的推脚樺出来的 • 莱布尼茨讯评屡出，呼 
之为’玄•学*%•: i 4_§ s 也 s 虑重重。可是，由于没有反驳，仅仅几十年之后， 
他的公理就被奉为真得无可坏疑了 * 疑点被遗忘了，批评被烙上了金印，不叫“蒙 
昧'也要叫《偏 执”： 他的某些最可疑的假定被目为平狹无奇 * 以致教科书从此绝 
口不提，从康徳到庞卡勒*谁也不再争论牛顼理论的真实性 * 只争论其确实性的 
本质 * (波费尔最先指出牛顿理论的鉴定问題起了这样的嫌变，敢觅于 [1963 a ] 各 
处 •） 

政治* 识形态与科学理论有超乎常人理解的深远的类似之处 * 起初大可争论 
的 C 或者只是强迫人接受的）玫治意识形态， 邮 怕一代的时间，訧可以变成不许提 
问的背景知识。批评者被遗忘了(或者被处决了)，直至一次革命来临，他们的异 
见才得到昭 W * 

⑧这条规则似乎是由赛德尔第一次陈述的（[1847]，第383页) * 见附录1第 

④任何一个满足你的论据的例子，我都有权提 * 你所谓光怪陆离、颠倒镨 
乱的例子 （ 我强荆怀疑其实疋是一些令人难堪的例子，于你的定理大为不利“（达 
尔布 [18 T 4 b ])。 

® H 我让隐蔌引理的:£藏最吓了一跳，还要做大置工作才能从中脱身"（达尔 
#[ 1883 ])* 
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< d ) 证明与证明分析的对立.定理槪念 
和证明分析严格性概念的相对化 

阿尔发 I 你的规则 2 畢, 4 适当的”是什么意思？ 

伽马；这个词儿纯属多余， f 寧被有关反例驳调了的引理 
都能添上，因为年柯这样的引理 i 会使证明分析恢复其贴切的 
原状 ， * 

兰勃达 * 什么 I 如此说来，为了对付柱子，象“所有多面体 
至少有 n 个棱这条引理也该来插一手喽!这种随手祜来的顾此 
头彼的猜想还有的是，只要凑巧有反例驳得倒，就都该一视同 
仁吧。 

伽马： 有何不可呢？ 

兰勃达：我们早已批评过怪物除外者和 M 外除外者忘掉了 
证明。你这会儿千的是同样的名堂，想发明一种地地道道的怿 
物，不琴荜辱印坪琴兮哲。要说你跟怪物除外者还有差别，也 
仅仅 i ‘你 i 瀹德糸 i 把他那些任意的定义都公开，列为引理， 
并入定理。至于你的证明分析跟例外除外么，那就寧岑差别了* 
抵制这类顾此失彼的方法，唯一可行的安全措施是采用寧爭畛 
引理，也就是与思想实验的精神相符的引理!奠非你想让数学 
失去它的证明之美，代之以愚窳的形式游戏？ 

伽马：总出你的“思想实验的精神”强吧！我是在保卫数学 
的客观性，抵制你的心理主义。 

阿尔发 i 谢谢你，兰勃达，你是在重申我的立场9据我看， 
善于处理全局而非局部的反例的人，决不凭空莩 明引理，而是 
细心备至坶检査证明，就地革辱引理。所以，亲爱的帖塔，不 
是我造出”隐蔽引理的> 亲爱的卡帕，也不是我把它们“偷运 v 
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到证明里去的。这一切本来就在证明里，只不过一位成熟 的数: 
学家有一份短短的提纲就領悟到整个证明了。明石车 T 孝， 
荜勞兮哲年不 f 礴，二者不可混为一谈。驳不倒的尖定理依然 
“通哥西思想实验的多面体*筒言之，所有哥西 
_寧伴，等辱寧痒印，我的近似的证明分析给哥西多面体画了 
— 线, • 用的是一支不特别尖的铅笔。这会儿偏执 

的反例跑采教训咱们要把铅笔削得尖尖的。但是，第 一 ，没有 

4 k 

了享早寧辱 竿聲毕 _ ( 要是削得太尖，还会断夂第二， 

伽忐*’矗4搞彳 ii ： i “向了*你的立场到底旱什么？最初 
你曾经是个反驳捆护者哩。 * 

阿尔发：哦，那是老天爷在折磨我，非如此不足成正果!: 
成熟的直觉把争论一扫而空了。 _ 

伽马 t 你最初那个成熟的直觉曾经领着你去信奉你的“完 
善的证明分析”哩。^你曾经认为 你的铅 笔绝对尖哩。 

阿尔发：我曾经忘记了语言交际的困难，尤其是眼迂夫子 
相怀疑派交际。数学的心脏终究是思想实验，是证明。让它发 
出语音的证明分析，对交际虽不可少，毕竟无关紧要 a 我迷的 
是多面体，你迷的是语言。你就看不出你那些反例乏得可以吗? 
它们该归入语言学，不归入多面体。 

伽马：照这么说，反驳一个定理倒只是暴露自己无能，把 
揮不了 其中的隐蔽弓(理吗？所以，除非我们领悟了它的证明，否 
则一个“定理”就箅无意义吗？ 

阿尔发 * 语言总是含混的，这就使证明分析的严格性到不 

♦ # a • a 4 » ■ 

了手，因而使定理形成变成了一个无体止的过程 & 既然如此， 

何必还为定理操心呢？务实的数学家才不操心哩。即使又炮制 
出了别的小小"反例％他们也不承认自己的定理被驳倒了，至 
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多承认它的“有效范 围”应 该适当变窄， 

兰勃达 t 总之 * 无论是反例，还是证明分析，还是引理并 
入，你如今都不感兴趣了？ 

阿尔发 t 正是。你的全部规则，我都要拒绝 t 我建议改用 

单独一条规则 行事，待苹 停率坤辱_>平巧。 

兰勃达 ： 你论定 严學毕 ■到+不了 i mmrm 
毕就到得了手么？ A 清澈如驗就不会导“理矗分 
i 矛盾的结果么？ 

阿尔发：语言是含混的，思想却能做到绝对的严格。 
兰勃达》可是，其实 # 在每一个进化阶段上，我们的先师不 
也是自以为做到了吗？如果说他们是自己哄自己，我们就不会 
同样是自己骗自己吗 

阿尔发今天，绝对的严格性到手了 
(教室里一片嗤嗤的笑声。③） 

伽马 t 你鼓吹“清激如晶”的证钥的这套理论，堪称纯净之 
极的心理主义 


① 庞卡勒 [1$0&： U 第214页* 

② 同上，第216页。“址明严格 注”准 則一变苒变酿成了几次大的数学革命* 
毕达哥拉斯派力主严格的证明必须 是算本 的。然而，他们发现了是"无埋数” 
也有严格 证明。 当这桩 丑亊终 于露了底之后，准则 变了： 算沐 T 直觉"名誉扫地，几 
何直觉代之而起 。 这造成数学知识的一次大规模的复杂的改组(例如比例论) 。十 
八 世纪， w 误人” 的图形 搞得几何证明声名典 瘫* 十九世纪* 众 目睽睽之下，箅术 
直觉得臃肿的实数理论之助夺回了王位。 今天， 关于蔡梅洛和千岑的思想实辁能 
否容许的著名讨论表明，主要争论是在集合论和 元数学里什么 算、 什么不 箅严格 
的证明* 

® 前文早巳指出，这个班水平很 离。 

④“心理主义 ”是胡 室尔渔的术语<[1900])。对心理主义早有《批评％见弗 
雷格 [1&&3] 第3^_:^1页 1( 现代直觉主义(不象柯尔发)公开拥抱心理主义^数学 
定理表达着一个纯经验的 单实， 即某一构逄成功了……数学■…是研究 A 心的特 
定功能的”（海丁 [1956]* 第8页和第10页）。至于他们如何使心琿主义与确实性 
相安 无亊， 他们严守秘密 • 
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阿尔发 t 总比你的证明分析那套逻辑学=语言学臭规矩强 
吧1① 

兰勃达：别骂人。你说数学是 # —种本质上不用语言的内 
心活动〃②，这种见解，我也有怀疑。活动怎么谈得上有真有假 
呢？只有專了章的思想才有求索真理的能力光有证明不会就 
够了，还证明所证的是什么。证明不过是数学家工作的 
一个阶段，必须继以证明分析和反驳，终于严格的定理。我们 
—定得把 # 证明的严格性”跟“证明分析的严格性” 了乎才 
行。 

阿尔发 t 你还在指望最后总会达到一个严格得无以复加的 
证明分析吗？如果是的，请告诉我，为什么你不先开个头，把 
拄子“刺激”出来的那个新定理表述出来？你光是空说它有。它 
准是长得要死、荦得要命，让大伙儿失望得忍俊不禁。这还仅 
仅是你碰到的秀一个新反例哩 & 你要把我们的原猜想换成—连 
串一个比一个准确的定理，但只是在理论上。这种相对化付诸 

» « 4 丨 

率學， 又会是怎么回事呢？一个比一个偏执的反例由—个比— 

淡的引理来还击，结果是一个比一个长而笨的定理③形成 


① 即俚有 完魯知识也无法让它完#地发眚，这对古代怀疑派本是老生常谈 
C 见寨克斯都 * 恩披里可[约 190：1, I * 83-8 S ), 在启蒙时期被遗忘了。直觉主 X 者 
重新发现了它0他们接受康德的数理哲学，但指出“数学自身的完善与数学语言的 
完蕃之间看不出有清楚的联系”(布劳维 [1952], 第140页夂"口语或文字，对交际里 
不可少，但从不会恰好达意……科学的任务不是研宄语言，是创造观念”（海丁 
mm , 第 n — 75页）。 

© 布劳维[1952]，第: 

® 数学家避 免拉长 定理的 手法照例是改而拉长 定义， 使定理中只有 被定义 
项 (例如"普通 多面体 p ) 出现。 这比较经济， 因为 一个定义缩写 了好多定理。即使 
如此，按 "严格 的”讲解法，虽极少提及引出定 X 的怪 物，定义 也占了庞大的篇幅。 
在 福徳尔 [1 S 27] 中（第67 页和第 £9页）， 《欧拉多面体"的定义 (连同某些定 义项的 
定义) 约占£6行；在大英百科全书1962^^^，:*# 每多面 体"的定义满_ 填了 45 行。 




“恶的无穷'①当抵谇似乎通向真理的时候，还让人觉得能提 
神。当它不分青红皂白地捣毁一切真理，无目的无休止地驱使 

人干下去的时候，可就确实是尽在坏事了。我在思想里把这祌 

« ♦ 

恶的无穷截住了，你在里始终截它不住的。 

伽马：我可始终没 iii 一定会有卑穹等的反例。干到某个 
地步，我们也许会达到真理，那时候反驳&洪流就截住了。究 

竟什么时候，当然是我们不知道的。只有反驳是斩钉截铁的，证 

• , 

明是个心理学问题 

兰勃达：我依然坚信，反驳泯灭之日，便是绝对确实性闪 
现光芒之时！ 

卡帕 f 可是，有那一夭么？万一上帝创造多面体的时候就 
安排好了，用人类语言表述的论及多面体的一切真全称陈述都 
是无穷长的，如何是好？贸然推定（合乎神意的)真定理长度有 
穷，岂不是渎神的拟人观吗？ 

坦白说吧，由于这个那个缘故，你们全都对频仍的反驳和 
断续的定理形成厌倦了。何不就此罢手 * 不玩这种游戏了?你们 
已然放弃了“证毕'何不把“诸证均毕”也放弃了拉倒？反正真 
理只归于上帝 # 

帖塔(旁白），宗教怀疑主义者是科学的最恶劣的敌人！ 

西格马：还是别太戏剧化啦！极而言之，也只有一小块若 
钥若暗的含混区出了险情 * 我先前就说过的，含混之处不外乎是 

① 英语有 Infinite regfess ” （无穷回溯）一词，但这只是 4 ^恶的无穷"（切 hi - 
echte UncMlichkclt ) 的一种咚亨情况，这儿用不上。阿尔发造这个短语显然是想 
到了 “vicious chcle " C 恶的循紅夂 

② "逻辑迫使我们拒绝某些推论，却不能迫使我们相信任何推论"（勒贝格 
D 928], 第328页 h *编者按：应当指出，按字面丁解 * 勒贝格的话是假的。现代 
逻辑向我们提典了有分逢 h —种准确刻划，可以表晛某些推论是满足它的。可见， 
逻辑确实能迫使我们相信一个，尽管它也许不能迫痺我们相信一个有效推论 
的寧牟，因为我们也许不梠信莱二+式某几个前辑 • 
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并非一切命题非真即 假。 还有第三类 * 现在我想叫倣“或多或少 
严格的”命题。 

t * t 

姑塔(旁白）：三值逻辑，这就是批判理性的下场1 
西格马：……陈述这类命埂的有效范围，只求有或多或少 
适合的严格性就可以了 0 
阿尔发 f 适合于什么? 

西格马 t 适合于解决我们想解决的问题。 

帖塔(旁白 ） i 实用主义!难道人人都对真理丧失了兴趣吗? 
卡帕 t 或者适合于时代精神！ “眵用一天，就严格一天％® 
帖塔 t 历史主义！（作晕倒状 d 

阿尔发 t 兰勃达给 4 ，學吟坪學兮哲”制订的规则剥夺了数 
学之美，捧曹充斥于枯燥士 ▲_、又校又笨的定理当礼 
物，硬要我们吞下那套不识大体的臭规矩，最后只会搞得我们 
掉进恶的充夯而木麁自拔。卡帕的逃生之计是约定/西樁马的 
是数学实用主义。妙哉，这就是理性主义者的选择 余地！ 

伽马，所以说，理性主义者理当好奸品尝 P 尔发隹肴的滋 
眛，? 咚單琴'不发音的直觉，隐蔽引理矣虚假性反传 
导原‘、勾铕反驳，对吧？数学应 该踉批 评和逻_ 绝交， 对吧？ 
t 倍塔*不管怎么样，我算是让这一大场无绪局的阴阳怪气 
的舌战给喂饱了。我想搞数学。核正数学基础会碰到什么哲学困 
难，我无兴趣。即使理性无能，拿不出这样的核正，我的自然 
本能也会让我放心 

据我获悉，欧米伽做了一件有趣的事，把各种别具一格的 
证明搜集在一起了。我倒宁愿听他讲讲。 

欧 米伽： 我可要把这些证明塞进一副哲学框架呢！ 

倍塔，我不在乎包裝，只要包装袋里有点东西， 







f fo 在第 5 节里我试图说明，数学批评的涌现是怎么成 
为探寻4学“基础”的动力的。 

看来，我们走的决定性的一着是区分了毕踴与平 W 兮帑， 
并相应地区分 了畔辱 号广等学与评巧兮哲吟七1抑0总前 
后， 大家都是把斤(’清激+如 + 晶的 思想 ^验或作囷）跟杂 
乱无孝的推论，▲归‘对照着说的。欧拉所谓 
格性”是这个意思，康德心目中的万无一失的数学也是以这;^ 

* 4 

念为基础的（见康德 [1781] 第 716—717 页上数学证明的范例夂 
大家也都以为，一个人总该是在证明他所求证者。谁也不曾想 
过，让思想实验发音会有什各真正的困难。亚里士多德的形式逻 
辑与数学还是互不通气的两门学问，数学家把形式逻辑视同废 
物，无需乎什么演绎模式或“逻辑”结构，证明成思想实验就飽 M 
人全盘信服了。 

十九世纪初，滔滔不绝的反例带来了鱼龙混杂的厨面。既 
然证明清澈如晶，反驳只能是不可理喻的非非之想，只能跟毋 
庸置疑的证明彻底隔开来看。 fW 呤 r 帑悸芊今立足于一种革 
新见解 > 数学家 不飽侉 留在证 A 上 i ， 应当4往前走，找出他 
究竟证明了什么，办法是把例外牧举出来，或者不如说是把证 
明生效的安全地带跦述出来。导旱，—— 


< T ) 摩尔 [1&02：]， 第411页。 

® “自然 驳倒了 怀疑主 义者，理性驳倒了教条主义者”（帕斯卡 [1659], 第 
1206— 1207 页) 。很少有数学家宁應象倍堪那样老实承 VU 理性太软弱了，无力核正 
自身 a 他们大多采取某种牌号的教条主义、历史主 X 或混乱 的实用主义，仍然古 
怪地闭眼不看这是站不住脚的》例如："数学其理事实上是幸夸〒亨 f 枣哼哼丐哼 
典范……但数学的严格性也不是绝対的：數学处在不断发® Aiki 屮： 

手♦一$凝成的，它们有自己的生活史，甚至可以成为科学论争的对象众壶 A 山 
^^^[1956]/ 第7页) * (这段引文可以提醒我们，辩证法试图不用批评而说弭 
变化： 真埋"在不断发展 B , 但永远是"全然不容争辩的％) 
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夸——字序个巧年冬 ，夸年 何寒等。 

尿專了 ( "另二▲又 “iii 物 i 

办、 i # A 正幺 i “假*装’瞎.眼 V i —致同意证明禁绝“例 
彼此亳不相 干。） 

十九世纪逻辑与数学结盟有两大拫源 t —是非欧几里得几 

何，一是 移年枣 辞桴枣 f 系今 严争毕 茅今。这个学派实现了_ 
个证明（思想实验“二他们把演绎模式逐步 

引进证明（思想实验从此开始发展出了平 p 兮柯。我们所说 
的“一证多驳法”正是他们在助探论上的革新。 +了字 ，方 争， 

璆 弩夸弩 ft 筚了疼学岑了 嚀單。那些个反动和 
引 i 隐‘洛 + 口 4,诸如“严格性乏味' n 

不要人为性”之类，但魏尔期特拉斯学派的严格性还是征服了它 
的对手们 9 大多数 

的数学家却4心 iii 那 ii 姣矩，这只是因为它有+ 诺言在先， 
要赏给他们完满的确实性 a 

康托尔的集合论^—它一诞生，“严格的 # 定理又有意想不 
到的反驳蹦了出来——把许多魏尔斯特拉斯学派的老卫士变成 
教条主义者。他们以空前的决心向“无政府主义者”开战，或者 
把新怪物除外，或者说他们那些代表“严格性最佳花色定理 
中原就有“隐蔽引理％ —面却依然因其犯有雷同罪而从严发落 
老_号的“反动派”。 

这时，有些数学家恍然大悟，用多证多驳法追逐议明分析的 
严格性会掉进恶的无穷。一场“直觉主义的”反革命运动开 始了： 
平号兮啤那套尽在坏事的逻辑学-语官学奥规矩宣布作废，给 
早士 4瀹了新式极端主义的严格性标准 * 数学和逻辑再度离婚办 
* 逻辑主义者想方设法挽教这场婚姻，反让悖论碰跛了腿。 
希尔伯 w 学派的严格性把数学转换成一张证明分析的蜘蛛网， 

• . t * 

n 







自以为他郝直觉主义元理论中清瀠如晶的一致性苹0截住了他 
们的无穷回溯。“基础层”，也就是不准批评的熟悉^区，—交 
而为元数学的思想实验了。 （参 见拉卡托斯 [1962], 第 179— 】84 
页 。 J 

每经过一次 A 严格性革命\证明分析便更深一层地滲透到 
证明之中，唯独到不了“熟悉的背景知识”这个華毕旱（也参见 
第50页注①），那是个清谳如晶的直觉、证明“性主宰一 
切的王国，抵评被逐出了教门。可见，^帑毕學咨冬兮，巧干 
与:孝 f 车， 單争坪 g 兮帑吟尽 帑悸夸 悸 f 寻率 ，也 
旱«丰’«坪汙璋聲早。“一 ▲ &到手' 

“基础，从>来没打 过基 .础。’而甴于 “ ii 的狡猜”，在数学领域中， 
$帑,长一分，穷寧就减一寸 * 不过，个中情节不在目 前调査 
“范-之内。① .. , 

①编 者按： 我们輞信，这条历史按语有点低估了数学“严辂主义者 •的成 就* 
在数学里6 [[ +严 格性” 推进，剖析到最后，是向两个互相分隔的目标推迸，就中只有 
一个能到手。这两个目标，一是严格正确的推论或证明(为的是经此路把真实性万 
无一失地从的提 f # 刭结论)，二是严格真的公理或第一原理 C 为的是从这个原点把 
真实性注入系统，然后经严格证明传追整个的数学)。第一个目标巳知能到手（当 
然要先作某些 S 定) * 第二个巳证不能到手。 

弗雷格和罗素备置了能够拥译 (或有 一失的蚝译，见第2菝第3 节） 数学的系 
统， 内有有穷多条预先定死了的证明规而且，的确能 够置出 （这里抗要用上刚 
才提到的假定了），凡蹙用 这荦规 则可证的句子都是该系统公理的有效推断（就是 
说，如果这些公埋真，所证明’的句子也亨 竿真乂 在这类系统里，证明不得有“缺 
M % 因而一串句子是不是证明能够在多步之内核查淸萣 * (当然，如果按核 
査结果这公式序列不是我们考虑的那个系统中的证明，这并不足以确定绾尾公式 
在该系统中没有证明。因此，证明核査手续里有一种利于验证而不利于否证的反 
对称性 e ) 不论按哪一祌郑重的涵义来说，都不能说这样的证明也是或有一 失的。 
(不错，也许凡是检査过某个这祥的证明的人统统都犯了某种讲不出道理的错误 * 
但这算不上郑 M 的沭疑；不错，也许断言这样的有效证明在泠导真实性的非形式 
C 元)定理是 假的， 但这种设想也没有什么郑重的理由 d 可是， 按某神并非平淡无 
奇的涵义来说，这类系统的今拜确焉或有一尖的。想从“自明的' "逻 辑的.，真理 
推演出全部教学的试验巳经嗾―了，这是众所周知昀* 
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6* 再谈用局部而非全局反例 
来批评征明.内容问题 


( a ) 用更深刻的证明来増加内容 

欧米伽 t 我喜欢兰勃达的一证多驳法。我跟他有共同的信 
仰^最后总有法子得到严格的证明，因而得到确实是真的定理 6 

但纵然如此，我们用的方法本身还是引起了一个新间题：证明 

* * 

分析一面在增加确实性，一面叉在减少内容。证明分析里每添 
上一个新引理，定理里每添上一个相应的新彔件> 都缩小了它 
的范围。严格性倒是越来越大，适用的多面体却越来越少了 * 
引理并入岂不是在重蹈倍塔为安全而孤注一掷的覆辙？我们岂 
不也会愿“撤得太猛，把成批的欧拉多面体甩在城垴外头了 
这叫殊途同归，说不定都把婴儿踉洗澡水一起倒掉了。寧 

* 这孚方几步。4我提醒诸位 

回想两个事例，重新审査一下这两个事例。 

一个事例出现在我们首次遭遇局部而非全局 反例的 时候。 
伽马驳倒了头一个证明分析里的第三引理从平三角化网络里 
移走三角形的时候，只有两种坷能，要么移走一棱，要么移走 
二棱一顶 点，。 他从网络中央移走了一个三角形，而一个棱或 
顶点也没移走。 

当树我们有两种可能寧了呼是把那条假弓 I 理并入定理， 
从确实性着想，这么做再对不过，可是这会急剧缩小定迪的范 

①欧米伽似乎漶了第三种可能：伽马完全可以说，既然局部而非全局反例 
没有一点会硖坏虚假性反传导原理的迹象*就没什么大不了的 • 
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围，小到只适用于四面体。结果，除了一个幸免，所有的例子 
都会被我们跟反例混在一起当污水泼掉 A 

正是出于这个理由，我们才选了另一条路，不是用引理并 
入把定理范围孝宇，面用未被否证的引理换掉被否证的引理来 
把它如專。但这种对定理形成生死攸关的模式顷刻之间就 
被大 士彡 + l 抛到了脑后，兰勃达也不肯费点心思把它表述成—条 
助探规则。这条规则应 当是： 

mm f 郏學 f 弯一个埽荜¥_幸 m 尽螂，琴埤毕吊枣荜考 

* •浍 i “士 (全局 而非局部)反例的压力之下不 
停地罅伞，第一类(局部而非全局>反例可以提供一个机会去使 

它增加^ 

■ ♦ 

伽马 I 輝贝 ]! 彳又一次让阿尔发业已放弃的 # 完善证明分析 
直觉 1 ^的 弱点露 ^了。要他来干，他准会把可疑引理—一^列出， 
立即如数并入，形成一串近乎空涧无物的定理，因为他不乐意 
出反例嘛。 

教师： 欧米伽，你说好要举第二个亊例的，讲给我们听听 
吧。 

欧米伽 * 按倍塔作的证明分析，第二引 理是“ 所有矽寧鄙举 
宇笮枣哕'这会被许许多多的局部而非全局反例否证掉，例如 
iir 体或十二面体 • 所以，老师，你才不用它，而换成了这些 

反例否证不掉的引理，即“年饵了®早了枣考_刳兮吝辱等兮枣 
两毕％苛是，你不去求筚 51 M 保佑，却一味埋怨倍塔“不细心 
明分析％你会承认的，‘呼，这条计策总比“更细心点*略 

商一筹吧。 

倍塔：你说得对，欧米伽。经你一说，我对“最好的那种例 
外除外者的方法”的理解也略高—筹了 。他 们—开头只作一个谨 
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懍的“安全的”证明分析，然后就一以贯之地应用寧结果, 
—句假话不说，照样也把定理逐步建造起来了 # i 一+比一个 
假的过甚其辞还是靠一个比一个真的过谦其辞去逼近真理，这 
毕竟是个性格问题^ 

欧米伽：也许是的吧。不过，輝增彳可以按两种方式解释。 
我们至今只考虑了第一种解释，弱+解‘释\“不费力地琢磨和改进 
证明，只要把假引理换成反例驳不倒的略微改过一下的引理就 
符了'为此需要干的全部事情就是“更细心地〃核査征明，来一 
点“微不足道的观察弋照这种解释， M 耶 f 也不过是卒早荜哕 
哼 f 準旱缝缝补补而已， I 

要容纳另一种解释，激进解释：换掉引理，没准儿是 
换掉一切引理，办法可不只是从已有证明里把点点滴滴的内容 
全挤出来，可能是要去发明某种迥然不同的、更广博的， 
刻的证明。 • 

教师：有例子吗？ ' 

欧米伽，前些日子我跟一个朋友讨论笛卡几=欧拉猜想，他 
当即拿出下面这么个证明 t 让我们设想多面体是空心的，表面是 
用任何坚硬犲料做的，比方说用纸板做的。棱必须清清楚楚画 
在背面。假定多面体内部通明透亮，又假定有一面是一部贅通 
照相机的镜头，我可以从那一面给所有的棱和顶点拍一张快照。 
西格马(旁 白）： 照相机也进了数学证明？ 

欧米伽：于是我得到一椹平面网络图，能跟你证明里的平 
面网络一模一样地处理。我也能依样表明，如果面都是单连通 
的, V -£ + P = l , 再添上相片里看不见的做了镜头的那一面，我 
就得到了欧拉 公式。 这里的主引理是:多面体上有一面，如果换 
成照相机镜头，能拍摄多面体内部，让所有的棱和顶点都在胶 
卷上显影，现在我引进一个筒称，不说"至少能从一面拍濘其内 
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钸的多面体”，而说“准凸多面体 \ 

倍塔： 所以，你的定 理是： 所 有带单连通面的准凸多面体 
都是欧拉的 I 

欧米伽，为了简洁，也为了给 这个持 别的征明计谋的发明 

人记一功，我宁愿说 :“呷 夸弓枣$李®降部辱哮筚哼”。① 
伽马：可是，有好多简单多面体，虽然彻头^尾 k 欧拉的， 
却又坑坑洼洼得可怕，以致从哪一] ^ 也无法拍遍内部1不是日 
果内证明比哥西证明深刻，倒是哥西的比日果内的深刻啊 I 
欧 米伽：那还用说 I 茕想老师谅必知道日果内证明，由一 
些局 部而非全局反例发觉它不能令人满意， 才 把光学（拍摄)引 
理绍换成了更宽的拓扑(绷开）引理。所以说，他能得到 專辱郅 

的哥西证明，不是靠“细心作证明分析”再跟着来上一点轻微的 

* 

改动，而是靠某种激进的富于想象力的创新。 

教师：我承认你的例子举得好。不过，我不知道有日果内 
证明那么回事。你既然知道，为什么不早告诉我们呢？ 

欧米伽，因为我当即用非日果内的欧拉多面体把它给驳倒 


了。 


伽马： 我刚才说过，我也发觉有这类多面体> 不过，这能 
箅是一笔抹掉日果内证明的理由么？ 

欧 米伽： 我想能 


①日果内证明要在吕里埃 [1812—1813a]mi77— 179页上才找得着 。 按原貌 • 
它自然不会包括泊照这一手。它是说："取一多面体，有一面是透明的；设 想从外 
部把眼繭靠拢这一面，近到眵看见别的毎一面的内部……”日果内谦庞地指出， 
哥西证明更深刻，它“有一个可贵的优点，就是稂本不假定凸性％ (然而，他没有 
起*追问一下它假定的是什 么。） 稍后，施坦纳又重新发现了本质上相同的证明 
(D&26]) 0 这时别人提匕他优先权归于日果内，他便读了吕里埃那篇附有例外清 
单的文章，但是这并不紡碍他以"所有多面体都是欧拉的"这个“定理”作他 ® 明的 
结论。(正是施坦纳的文聿激怒了赫"^国/的^里埃一去写他的 [1B32L) 
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教师 t 你听说 过勒让德的证明吗？你肯把它也抹掉吗？ 
欧米伽 t 我当然肯。它还要不能令人满意，它的内容贫乏 
到了比日果内证明都不如。他的思想实验是先把多面体以一中 
心投影映射到包住多面体的一个球面上。球的半径，他定为“ 
投影中心的选法，他要求做到，经投影后球面多造形的网络一 
次并且仅仅一次就盖满球面 # 因此，他的第一引理是，存在这 
么一个点。 他的第二引 理是： 对于球面上的多边形网络， 

+ 而这两条引理，他又如愿以偿地分解威_面三角学上 

平淡的真引理了*但是，可能充当这种投影中心的点，只有凸 
的和少数正派的“近凸的 3 多面体里才存在。这类多面体比“准 

凸的•还要窄。“所 夸學坫寧事®沣部晕 琢毕略”这个定理，$毕 
竟与哥西定理崾瘃宋― ， 更 A 不龛备#叫人 
泄气％②它是“空忙一场，因为它先入为主假定了欧拉定理根本 
不依赖的条件。必须把它玮掉，必须未找更一般的原理％® 
倍塔 ； 欧米伽说得对。 a 在一定程度上，凸性对欧拉性来说 
是可有可无的 „ 例如说，只要敲凹一块，或者在一个或几个顶 

①勒让徳证明在其 [1&03] 里給找到，证明生成的定理却找不到，因为十八 
坦纪的人分4滷异余和定浬形成实际上是无所知的,勒让先把多面体定又为由 
多边形面组成其表面的立体<第161页)，然后一般地证明了 V — E + F ^2( 第2汾页)。 
可是，在精装本第164页上的一条注里又来十+士外除外式的改邪归正，说是只考 
虑凸多面体。至于近凸的极瑞分子，他不予理会。庞索特在 [1.809] 里评勒让徳证明 
时+第一次察觉，欧拉公式"并不仅仅对凸立体（也就是至多取两点便可用一直浅 
切断其表面的立体)有效。它对有凹角的多面体也成立，识要能在该立体内郜坎一 
点作球心，从球心引直残可将多面体的面没彩到球面上而不使各投彩面相交*这 
适用于无穷多的有凹角的多面体 * 其实，按原皖，勒让®证明对其他这=切多面 
体也是适用的 "（第 46页八 

® 徳笨奎埃的话 * 往下还有话，又是从庞索特 U 驳 &] 剌窈来的一个论据： 
”求勒让徳或诸如此类的大权威来保佑，只会助 长一个 谪鬼：欧拉定理的有效范 ffl 
只是凸多面体。这个偏见传播很广 * 连一些聪明绝顶的人也袪伴虏了 ”([18 S 0 a ], 第 
ill 页 ; U 

( D 引自庞索特 （[1858], 第70页)， 
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点猛按一卞，凸多面体就可以变成眾性数相同的非凸多商体了 # 
欧拉关系式是与某种比凸性更裉本的东西相对 应的， ①你就是 
给这张网子添些“近 v 和“准”的花边，也永远捉不住那种东西。 

欧米伽 t 我过去以为，老师已经用哥 西证明 的拓扑原理把 
它捉住了 。 在这个证明里，引理焕然一新，勒让德证明的了$ 
引理都换掉了。从古至今，的确要数它最深刻了，可是 ， mk 
我偶尔撞上一个多面体，把它也给驳倒了* 

教师：我们倒要听听这是怎么回事。 

欧米伽 t 诸位都还记得伽马的“海胆”吧(图7)。诚然，那 
是非欧拉的。不过,也不是所有的星状多面体都是非欧拉的嘛 r 
比方说，瞧瞧这个 * 大星芒状十二面体'图 is ) fl 它也象 A 小星芒 



图 U 

状十二面体”一样，是五角星形组成的，可是排法不同。它有 
个面，30个棱和20个顶点，所以 V - E + F -2,® 

教师 I 你因此就要柜绝我们的证明？ 

欧米伽 s 我要。“大星芒状十二面体〃的欧拉性，满意的证 


® 萨默维尔 ([1&29], 第 143-144 页) 

⑦ 开鹫勒 卑巳设计了这个"大星芒状十二面体 "（[1619], 第53页八后来庞 
索特又独立设计，并及最先检验它有无欧拉性 a 图15是从开»勒的书中复制的* 
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明必须也解释 得了。 

罗： 何不承认你的*大星芒状十二面体”有三角瑢面呢？你 
自寻烦恼，因为你想象力太小 & 

德尔塔 t 我同意，他是自寻烦恼，但原因是他的想象力太 
大了。星状多面体觭嫌多姿，我如今也爱上了。可是，它们跟 
普通的多面体恐怕本质上有所不同6所以，比方说立方体和“大 
星芒状十二面体#虽然都有欧拉性,要说哪个证明只用一套计谋 
就解释得了，那简直不可思议。 

欧米伽1凭什么做不到？你的想象力简直等于零 I 在曰果 
内证明之后，哥西证明之前，你准会死抱成见，说凹凸灰面体 
本质上有所不同，所以，凹凸多面体虽然都有欧拉性，要说挪 
个证明只用一套计谋就解释得了，那简直不可思议，是吗？我 

还是从伽利略的《对话 》 里引几段话吧 t 

. 

铲格瑞多 I 所以，诸位都瞧见了，一切行星和卫星 
' —咱们不妨一概 " 行屋”-—都是成椭囿运动 
的 * 

萨尔瓦梯；恐怕有行星是成抛物线运动吧。瞭这块石 
头。我把它扔出去，结果它沿祗物线运动了* 

辛普里丘 t 可是，这块石头不是行星呀1这两神现象 
蒔得太远啦1 

萨尔 瓦梯， 这块石头当然是行星，只不过扔它的手不 
及抛月球的那只手气力大。 

辛普里丘：无稽之谈！你怎么敢把夭上和地上的现象 
相提并论？彼此不沾边嘛 I 当然，两样东西也许都 
紇用证明来解释，但我有把捱料定这两种解释毫无 
共同点 I 一是夭上的行星，一是地上的弹九,各走各 


* 71 • 



鉍东能 査阅这 几段话的原文 • 
全局而非局部反例《 

局部而 非全局 反例。 


的路线 e 要说哪个证明只用一套计谋就解释得7‘， 

我才不能想象哩。 

萨尔瓦梯：你是不能想象，我却能够设计…… ® 

教师 t 别管什么弹丸和行星啦，欧米伽。你想找一个证明， 
把普通欧拉多面体和星状欧拉多面体都赛括在内，你到底成功 
了没有？ 

欧米伽 t 尚未成功，计日可成。 

_ 兰勃达:就算成了吧，这对哥西证明又有什么釤响？你究 
竟为什么把证明一个接一个迪拒之门外，你倒是真得有个解释 
了 * . 

(b) 向最终的证明和相应的充分必要条件推迸 

• • , 

欧米伽：你过去批评证明分析是因为有寧 S 季反例®搞垮 
了串寧饽旱#咢 & 我现在批评它们是因为有 i 了糸反例®搞鳄 
了者说亭$毕尽，这是一回事一个证明 
必须给千化的欧拉 性现象 >作*通盘解释。 

我不光追求确实性，还追求最终性。定理应该是确实的， 

♦ * 4 * * » 

不得有任何反例在它的范围吝但是也应该是葶绛哼，不得 
有任何例子在它的范围冬 外二 -想彳 S 分界线画在捻丰与反例的 
正当中，不想画成一边量例子所在釣安全地带，另—边是 
例子加反例釣大杂烩。 

兰勃达：换言之，珎想叫定理的条件不但充分，而且必要1 


①@ ® 


m ， 





卡帕：为了便于辩说，不妨设想你找到了这么个大定理 ^ 

*坪亨木事窜序等旱哆释哼％你明白吗，只有当_逆定理"昂亨醪 
拉多面体都是大多面确实的，这个大定理才会是最“? 
欧米伽 t 不言而喻 。 

卡帕 t 这就是说，如果确实性迷失在恶的无穷里了，最终 
性下场也是一样。你的证明一个比一个深刻，但是每个证明的 
范围之外至少找得到一个欧拉多面体 t 

欧米伽：不言而喻，我知道不解决确实性问题也解决不了 
最终性问题。我有把握，两个问题将来都会解决 6 第一类和第 
三类反例浚无边际的泛滥将来总会停止的 。 

教师 t 你想捜索出越来越多的内容，这是很重要的工作。 
但是，为什么不说你给满意的证明定下的第二条准则 4 最终桂” 
是某种值得庆幸的意外收获，偏谗它是义务呢 I 为什么要把没 
讲出充分必要条件的有趣证明拒之门外呢？为什么认为它们被 
驳倒了呢？ 

欧米伽 ^ 嗯……① 

兰勃迖：不管怎么样，有一点欧米伽确实说服了我 r 萆舉 
批判地改进朴素猜想，单用一个证明也许不够。我们的方法应 
当把他的筚的激进提法也收进来，这么看，它就该叫“事苹 

季夥”法，未了哮 f 窣”法。 。 K 

缪，原谅我插嘴。刚才我把诸位的讨论结果翻译成准拓辑 

® 答案就在太名鼎鼎的帕普斯的古代助探论中。这种助探论只适于发现"最 
终的' 终极的 ”真理 ，也就是讲出了充分必要条件的 定理。 就证明题”来说，其 
主要规则是："如果你有—个猜想， 由它引 推断。 如 果你得的推断 E 知假 ， 猜想便 
倌。如果你得的推断已知其，倒转次序重推 。 如柬猜想能从 a 个真推断引出^它便 
是真的 ，(参 见希斯[1925]*1，第 138- 139:苡。）采取 " 原因等于结果 "这 条原理，追 
求有充分必要条件的定理，都由这种传统而来 6 只是到了十七世纪 * 把帕普斯斯 
探论用于近代科学的种种努力都付诸东流之后，对确实性的追求才压倒了对最终 
性的追求。 
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术语了 * 引理并入法产生了一个收缩序列*由學序多寧 印率寧 
辱卑寧逐层嵌套而成,在全局反例的持续打击 mmkm 
“二—浮现，这些范围在缩小，在向某学甲收敛,让我们把 
这个极限叫做“萃#渾巧兮哲斧 mm ”。 如用的弱提 
法，这个范围又会'在*局 W 反例的持续压迫之下 变宽: 这个扩充 
序列又有某极限，我要把它叫做*毕，坪喂 碎 疼琴' 后来经过 
—番讨论，又看出连这个极限范围*也可 能过窄 \甚至说不定是 
空的: u 我们也许不得不去设计各种 琴苹寧 哼证明，它们的范围 
形成一个矿專序列，逐步收容对先前的证明构成局部反例的越 
来越难驾驭 k 欧拉多面体。这些范围本身是极限范围，而又会 
收敛于某二重极限，叫做1+卜寧華寧吵莩寧' 归根结底，这才 
是探究的目的。 * 

这种助探论空间的拓扑学会成为数理哲学的问题 ： 各序列 
是无穷的么?究竟会收敛么?能到达极限么?极限可能是空集么？ 
易卜西隆：我找到了一个证明，比哥西的还深刻，连欧米 
伽的“大星芒状十二面体”的欧拉性也给解释掉啦 f (递给教师— 
张条子。:> 

欧米伽 i 最终的证明来啦!欧拉性真正的本质现在揭晓啦！ 
教师：对不起 * 时间不够，只好改次讨论易卜西隆这个很 
繁的证明了我怎么也看不出，按欧米伽那种涵义，它会是 
最终的证明。对吗，倍塔？ 

< C ) 不同的证明产生不同的定理 

倍塔，我从这场讨论悟出一个最最有趣的道理，那就是， 
闻一朴索猜想的不同证明逋向大不相同的定理0筚 f 冬=哆筚 

①编者按：易卜西隆糸予里的内容在第2章里掲晓* 

» « * 
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我 ih “原证明产生 了“寧 舉事审 毕—4 嶔 i 佘”。如今我们 
又学到了两个迥然不同的定理，“ gjrWBMftf 
巧 r 和 Iff 寧 ik 寧事®序部孝孽孕舍”。 k •种’证^月)三+定理， 
i 自一个共 liwi 宗。①*足觉“哆每率举哼不啰荜^这种通用 
语是混淆不清的，因为它掩盖了在*定^^形*成^^举足轻重的 
作用， 

® 欧拉猜想还有好多别 的诏明 d 欧拉、约当、庞卡勒钲明详尽的助探论讨 
论，见拉卡托斯[1站1]。 

© 庞索特.吕里埃 1 哥西 1 施坦纳、克瑞勒都以为不苘 证明楚 在证明同一 
定理，即“欧拉定理％引一部标准教科书里一句典型 的话： “这个定理出自欧拉， 
第〜个证明^自'勒辻德》第二个出自哥西1克瑞勒[1827]，2,第 6 T 1 页八 

当庞索$看出勒让德证明不仅仅适用于普通凸多面体的时候 （见第 6 S 页 
注 ① h 多就要察觉这种区别了。可是，他随后对比勒让德证明与政拉证明 

(基本点是切掉多面体的棱锥角，最后得出一个 E 面体而不改变欧拉示性数) * 却 
说勒让德证明较为可取，理由是 它有“ 简单性 ”[ W 58] s 这里"简单性”代表十八进 
纪的严辂性观念，指思想实验的锖晰性。他不曾起意从內容上对比两种证明，否 
则就会发觉还是欧拉证明优越。 （ 事实上 * 欧拉证明没 错* 勒让德应用了因 
时制宜的严格性这个主观标准*而忽略了内容这个客观标准。） 

吕里埃暗中批评这段话 ( S 点庞索特的 名） 的 时候* 道破了勒让搛的简单性只 
是"虚有 kk ” 而巳因力它预设的球面三角学背棗知识多得可观 ([1812 — 1813 aL 
第 1 T 1 页）。但吕里埃也相信勒让徳与欧拉在"证明同一定理”（同上，第 no 页） 。 

施坦纳跟他齐心，同样地评价勒让徳证明\ + «地 4 认’定一切证明都辛证明同 
一定 i ( hs 2 e ])。 难一的区别是，据施坦钠说 * 不同证明证的是“予 有争面 体都是 
欧拉的"，而据吕里埃说，不同证明证的是“所有无坑道 v 无空穴 

f 4 * 4 * **•*•«* 

面体都是欧拉的' 

… 毐齒+土+过头就写了他论多面体的 [ is 〗3 a ]， 远在他发动严格性革命之前 
他在论文第二部分引言里重复了庞索特给欧拉和勒让德证明作的对比 * 也未可探 
贵 。 他踉大多数同代人一样，抓不住不同证明在深度上的区别，囪而认识不到自 
己证明的成力，照他想，他也不过是给出了同一定理的另一种证明，但是，他确 
曾相当 急切地 强调，他得到了一个挺稀松平侖, + fekii & k 推广®—类特 
定的多 ® 体了^ 

才是认识到哥西证明无与伦比的深刻性的第一个人（吕里埃 ixm - 
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派，不同的证明之间的区别比这要深刻得多哟。只有朴素 
猜想讲的是多面体 # 各个定理讲的分别是哥西对象、日果内对 
象、勒让德对象，根本不再是多面体了* 

倍塔 t 你是存心开玩笑吧？ . 

派：不是，我要解释我为什么这样想。不过，我宁愿把我 
的解释纳入一个更广的话题。我想泛论寧夸 準率。 

泽塔 * 我们不如先详论内容为好。现/即使按其激进 

♦ t 

解释》欧米伽的舉, f 也很蹰。 

教师 t 对。 ‘ i ， 我们就先听听泽塔怎么处理内容问题， 
再讨论概念形成，这扬争论也就该收杨了。 


7. 内容问题复议 
( a ) 朴素猜想的朴素性 

泽埼 t 怪物除外者、例外除外者和引理并入者无不以牺牲 
内容为代价去求得确实的真理，我跟欧米伽一样深感痛心 * 
不过，他的_@ 4 只要 求给同一朴素猜想作更深刻的证明，这 
还不够。我彳容的捜索工作凭 什么该局限于头一个偶尔碰 
上的朴素猜想？我们探究的目的凭什么该是“朴素猜想的范 
围”？ 

啟 米伽： 我不懂你的意思。我们的问題岂不就是要发现 v 
- E + F =2 在什么范围内真吗？ 

泽塔，才不是呢！我们的问题是要找出，不论对任何多面 
体， V 、 E 、 F 之同有什么关系。我们最先熟悉了 
的多面体，纯系 巧合。 批判地探究了这些“欧拉”多面体之后， 
事实告诉我们，非欧拉多面体比欧拉多面体 还辜多 。为什么不 
: 刊 * 



去找 ^-£ + ?»_6，卩-£ + ?莫28或7-£十？=0的范围呢？ 
这些关系式不也同样挺有趣吗？ 

西格马：你说得对。我们如此热中于 V - E + F =2, 不过是 
因为我们原先以为它真。现在明知不真，就该去找一个 

' ■它会不大朴素了…… 

西格马：……它会是年啤多面体的 w 之间的关系 6 
欧米伽> 何必冒进呢/4是先解决我们正在求解的那个谦 
虚点儿的问题，先解决为什么有些多面体是欧拉的吧。我们至 
今只得出些残缺不全的解释。比方说，已找到的证明还没有一 
个解释得了，为什么腹背都有环形面的画框是欧拉的（图16)。 
它有16个顶点、24个棱和10个面…… 



图16 


帖塔：这的确不是个 哥西多 面体，有一条坑道，又有若干 
环瑕面 . 

倍塔：而反倒成了欧拉的！好不合理呀！只犯一项过失的 
多面体——有坑道而无环形面(图 9) ——就要当恶棍赶将出去, 
干了双份罪行的多面体一还有环形面 〈图 16) ——反倒能充菁 
人挤将进来?① 


①这个问题，吕里埃注意到了<「沱32 — lS 13 a ： K 第 1&9 茛)，赫塞尔 £1832] 
也独立瓧注崽到了 • 在赫壅怎的文草里*两种画框的图是一前一后挨苕的 & 也贽 
见第93页注① • 
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欧 米伽：你瞧瞧 ，泽塔，只说欧拉多面体，谜就够多了 。还 
是先解开这些谜，下一步苒谈更一般的问题吧 

泽塔： 不对，欧米伽3 “多几个问题也许比一个问题好回 
答。野心更大的新问題也许比原问题奸对付，①我要做给你看 
看，的确只有解决 了这个 更广泛的本质的问潁，你那个狭隘的 
偶然的问题才能解决 

欧米伽 i 我偏想发现欧拉性的秘密 t 
泽塔： 我理解 你为什么抵触 。你已 经堕入情网，踉 上帝在 
哪儿给欧拉与非欧拉多面体划界的求解题如胶似 漆了。 可是， 
没理由相信上帝的宇宙蓝图里准出现过“欧拉的这个字眼儿 * 
万一欧拉性只是某些多面体的偁有性质呢？ 在那种 情况下 * 还 
要找欧拉与非欧拉多面体之间毫无定规的弯弯曲 曲的分 界线， 
就很无趣了，甚至不可能了9承认这一点，无论如何玷污不了 
理性主义，因为，那 时候欧 拉性不再是合乎理性的宇宙 设计的 
—部分了。所以，还是忘掉那回事吧。批判理性主义的要点之 
一， 就是时刻做好准备，在求解过程中放弃原问题而代之以另 
一问題。 

( b ) 作为多证多驳法基础的归纳 

西 格马： 洚塔言之有理 e 这才是祸不单行哟I 
泽塔 t 祸不单行？ 

西格马1是的 * 你现在不是想要一个新的“朴素 猜想” ，把 
f 序多面体的之间的关系都说到吗？不可能！瞧瞧这一 
反例吧 s 又是有空穴的，又是有环形面的，又是有坑道的， 

® 坡亚把这叫做“发明者的悖论” CC 1945]， 第110页 
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又是在棱上、在顶点上相连的…… V - E + F 随便取什么值都 
可以！你休想从这一团混乱中理出任何秩序1我们已婭眼巴巴 
地看着欧拉多面体的坚实基地成了一潭烂泥！我们已经无可挽 
回地丧失了一个朴素猜想，不能指望另得一个啦 J 

泽塔< 可是… 

倍塔：凭什么不能？请回想当初，就连最最普通的凸多面 
体,我们给它们的顶点数、棱数、面数编的表，也是混乱一团，似 
乎毫无指望。我们多次受挫，总不能把它们纳入一个公式 
可是，突然之间，支配它们的真正的规律性震撼了我们的心弦， 
原来 V-E+F=% 


多面体 

F 

V 

E 

I 立方体 

e 

8 

12 

II 三棱柱 

5 

S 

9 

III 五棱柱 

7 

10 

15 

IV 方棱锥 

b 

5 

8 

V 三棱锥 

4 

4 

6 

VI 五棱锥 

6 

$ 

10 

VII 八面体 

% 

e 

12 

vm'f 


3 

16 

IX “截龟立方沭” 

7 

10 

15 


卡帕 i ( 旁白），“真正的规律性”？十足的虚假性，措辞精巧 
罢了。 


倍塔 i 这会儿我们要做的，不外是用非欧拉多面体的材料补 
足那张表,再找个新公式出来。肯作耐心勤奋的观察，又有点好 
运气，我们总会猜中正确的公式 I 然后就可以应用多证多驳法加 
以改进了。 


< p 见笫妨页注多。这 张赛傖 自坡亚 [1 叻 4] 第1#第36舆* 
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泽塔:耐心勤奋的观察？试完一个公式，叉试一个？或许你 
想设计一台推测机，由它随机编造公式，再对照你的表一一裣测 
吧？依你之见，科学便是如此进步的吧？ 

倍塔:我不懂你的挖苦话。我们最初的知识，我们的朴素猜 
想,只能来自勤奋的观察和意外的顿悟，不论华辱了朴素猜想之 
后有多少事务是由批判的“多证多驳”法接办4你总该同意 
吧？任何演绎方法总得从一个归纳基础开始吧？ 

西格马 * 你的归纳方法永无成功之日。我们得出 
V - E 十 F =2, 只是因为原来的表里碰巧没有画框或海胆 0 现年 
这种历史的巧合…… 

卡帕（旁白）：……或者说，上帝的仁慈指导…… 

西 格马：…… 不复存在，你从一团混乱再也别想“归纳”出 
秩序了。我们以往正是从长久的观察和走运的顿悟开始，然而失 
败了。如今你建议从更长久的观察和更走运的顿悟重新开始。 
我们纵然得到了新的朴素猜想一我怀疑能不能——也只会同 
样以一败涂地告终的。 

倍塔：我们或许该根本放弃探讨吧?我们只能重新开始，先 

• * 

搞到新的扑素猜想，然后再靠多证多驳法干下去。 

泽塔 t 不对，倍塔。我赞成西格马的看法*所以我不从新的 
朴素瘠想重新开始了。 

倍塔：没有低层的归纳概括作为朴素猜想，你想从哪儿开 
始呢？莫非你有一套别致的开始法？ 


( C ) 演绎推测与朴素推测的对立 


泽塔：开始？为什么我非不可？我发现(或发明）问题 
的时候，心里就不是空空如也的。 
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教肺:别作弄倍塔了*问题 t 摆在这儿/多边彤約顶点薮 
和棱数之同有一种平淡无奇的关系，就是多面体的顶点 
数、棱数和面数之间有没有某种类似的关系?”你想如何下手？ 

• ♦* < *舂《»_*_<*»4_ .鬌 _» « 

泽塔:我既没有政府授权我领导一次多面体普査的证书，又 
投有大批研究助手去数它们的顶点、棱和面，去把这些材料汇编 
成表，这便是第一个难处 q 不过，即使我有，我也没耐心或兴趣 
试了一个公式又试一个，检验它是否恰到好处。 

倍 塔:那 可怎么好呢？难道你要高卧床头，紧闭双目，把材 
料扔到脑后？ 

泽塔：一点不错。我霈要从一个观念开始，不需要什么材 
料。 … 

倍塔 : 你的观念由何处得到？ 

泽塔: 我们提何題的时候，观念已经在我们心中6事实上， 
它就在问题的提法本身里头。 

倍塔:什么观念？ 

泽 塔:对 于一个多边彤 V = 

倍塔: 有了它，又怎么着呢？ 

、 泽塔:问題从来不是从天上掉下来的,总是踉背景知识有关 
系。对于多边形 VuE ， 这是知道的。多边形么，是一个多边形 
系统，组成它的多边形只有一个，多面体也 是一个 多边形系统， 
组成它的多边形不只一个。但是，对于多面体从单多边 
形系统转到多多边形系统，是在什么地方栽了跟头呢？我 
才不捜集材料哩，我倒要追査一下这个问翅是怎么从我们的背 
景知识里生长出来的;换言之，这个问题是因为什么样的期望落 
了空才氏现的。 

西格马 ，对。 我们就按你出的主意做吧。对任何多边形 
E-V = 0( 图 17( a )) e 如果我把男一多边形拼到它上面 （ 不必在 
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同一平面上 > ，会怎么样？后添的多边形有个棱和 h 个顶点 t 
把它拼到原多边形上面总是沿一条有 W 个棱和< + 1个顶点的 
链去拼的，因此 * 棱数会增加- n [ ,顶点数会增加 
+ l ) f 这就是说,在新的2-多边形系统中，棱数与顶点数 
相比会有一个超出童: = 1( 图 17( b ); —种不合惯例但完全 
正当的拼法见图 ^( c )；^ 给系统“拼\11 一个新面永远会便这个 
翘出量增加一*换言之，按这种作图法， 对于& 多边形系统 
K 1 - K = F— 1 0 





泽塔 ; 换言之， V-E + F = l fl 

欧米伽 :可是 ，对于大多数的多边形系统，这是假的*瞧瞧 
立方体 +•+ … 

西格马:可是，我的作图法只能得出有一条棱的环道为界的 
“开”多边形系统！不难把我的思想实验推广到不再有这样的界 
的*闭”多边形系统。为了实现闭合，给瓶状的开多边形系统兼 
上一只多边形盖子就可以了 • 拼上盖子多边形之后 ， F 增加―， 
7和£不变 . 

泽塔:换言之，按这种作图法，对于闭多边形系统或曰闭多 
面体， + 瞧吧，你连一个多面体的顶点数、棱数、面 
数也没“观察”，猜想就到手啦1 
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兰勃达 :现在 ，无需乎“归纳开端％你也能应用多证 多驳法 

了。 

泽塔:有一点区别，就是你不必再设计证明，因为证明已经 
摆在这儿啦1你尽可紧接着就搞反驳，搞证明分析，搞定理形 
成。 

兰勃迖 :如此 看来,在你的方法里，不是观察，倒是征明先于 
朴素猜想啊 I® 

泽塔 f 算了吧，从证明生长出来的猜想，我才不会叫它“朴 
素”猜想哩 a 在我的方法里没有“归纳朴素性”立足之地。 

倍塔 :不然 1你不过是 钯“朴 素的”起纳开端往后推了*你是 
从“对于多边形 v=£ ”开 始的。 这句话，难道你不放在归纳的 
基础上7 

泽塔:我跟大多数数学家一样，不会数数刚才我试着数七 
边形的棱和顶点来着，头一回数出7个棱、8个顶点，再一数又 
成了 3个棱、7个顶点了…… 

倍塔，别说笑话了，你到底旱怎么得出 V = E 的？ 

泽塔:我初次明白对于三角形 r- E =o 的时候，曾经深为菜 
惊。不用说，我完全知道，在一个棱上 V- 图 is(O)。 我也 
知道，拼上一个新棱，顶点数和棱数永远会各增加 一（ 囝 W( b ) 



{b ) 

图18 


①这给第5页注①加了 _层1 要限制 ♦ 
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和 13( C )), 在多迨彤的棱系统里，又为什么成了 呢? 

后茱我才恍然大悟，这是因为从开的棱系统（有两个顶点为界) 
转到了闭的棱系统(不再有这样的界），因为我们把开系统 4 盖” 
t 了，给它拼了一个棱而没有添新的顶点。这么一来，我躭证明 
了，而不是观察到，对于多迈形 V - 

倍塔 f 随机应变帮不了你的忙。你不过是把归纳开端进一 
步往后推了，如今推到“不论对任何棱，¥-£=1”这句话了*那 
句话，你究竞是证明出来的还是坪 f 出来的？ 

泽塔： 证明出来的。不用说，我知道，对于单独一个顼点 
V = l( 图 19) Q 问题在于要建立某种类似的关系•…“ 


SJ9 


倍塔(大怒)，对于一点 V = 难道你不是寧寧出来的吗？ 
泽塔是吗？（面朝一旁的派）我是不是士告诉他，我的 
“归纳开端” k 虛空？我是从 " 观察孝开始的？ 

兰勃达:不管怎么样，有两点已^水落石出了 * 首先，西格 
马论证了，只是由于历史的巧合，人们才能得到朴素的归纳猾 
寧，要知道，面对一堆混乱不堪的事实，谁都不大有本事把它们 
“入一个好公式 P 随后，泽塔又说明了，， fffi 哕寧 哼罕寧 
牢项 4. h 孝苹寧、哼够吁磾準书葶不旱不$斗 

…’“大’“鼎 .的猜’想并 f 以证明领先 ( 甚至也 
不由证明断后)，如四色猜想（给任何地图着色只用四种颜色就 


,$4 






够了）或哥德巴赫猜想，又该怎么说呢？只是靠着历史的巧合, 
证明才能先于定理，泽塔的“演绎推测9才能出场,否则总是朴素 
的归纳猜想率先登堂。 

教师:我们确实得学会序，助探楔式。 寧琴準 _最好， 但史卜 
孝寧娜总比根本不推测要强 

桌 i 可是找到那个朴素猜想靠的就是苧矽呀！"就 
是说，它是由观察诱发的，由特例预示的……我们过的特例 
可以分两组，有的尚未提出猜想之前就有了，有的事后才来到。 
前一组谭赛了猜想，后一组李垮了猜想。两种例子都使猜想与 
( 事实种接触 …… ”①这种双重接触正是归纳的心 脏:由 
于訪者 才有了垮筚助 璆垮，由于后者才有了归纳核正或 

# 教师 :不对 1事实不诱发猜想，也不支持猜想！ 

倍塔 :假使 不是我那张表里列出的事实，又是什么东 西在寧 
心中诱发了 + 呢？ 

教师:我这就告诉你。你自己也说过，你多次受挫，总不能 
把事实纳入一个公式。可见，当时的实际情况是你有过三四个 
猜想，先后很快被驳倒了。 你那张 表是在检验和反驳这些猜想 
的过程里造起来的。是这些死了的如今被忘掉了的猜想在诱发 
事实，不是事实在诱发猜想。吵枣荦寧不 學苹竿 葶寧，旱亭 

辱苹荦垮，學毕季枣靖寧、亭疼莩寧亨#郅专彳_。②你误 
倫是用归纳从你的表里得到的，如果 iA 表越长，表所诱发而 


①坡亚 [1 卯 4], 第1卷，第5页和第 T 页(雪点是我加的、 

③这种试试镨错的情景被坡亚改编得很漂亮。第 一个 猜想是 p 随 e 增加 」 a 
被驳倒了。眼着来了另外两个猜想，一是 e 随 f 增加，一是£随 v 增加 a 第四个才是 
获胜的猜想：？~^随£增加（[1&54]，第1卷，第35—37页)* 
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后支持 的猜想越多,你也许 就要白费工 夫去汇编无谓的材料还 
有，如果你听信了发现之路是从事实到猜想、从猜想到证明的说 
教(归纳的神话)，你也许就要完全忘掉助探论上的另一条 路:演 
绎推测。® 

“，’重另 V 在 V 各 V 的猜 -想、 •证明 解释）和反 
例的性质不同 

倍塔 :我明 白了*照这么说*我们的朴素猜想并不是无先例 
的學：个猜想，并不是由没有猜的成分的硬梆梆的事实“诱发 
的有许许多多“超朴素的 ”猜想 和反驳走在它前头。猜想 
和反驳的逻辑是没有开端的。证明和反驳的逻辑则有开端 t 它 
始于第一个由思想实验断后的朴素猜想。 

阿尔发:或许是的。不过，照这么说，我当初真不该把这个 
猜想叫做“朴素的”！ 

卡帕(旁白）:哪伯在助探论里，也没有御头彻尾的毕这 
种玩意儿1 

倍塔：主要之点是尽早脱离试试错错的时期,快快进入思想 
实验，别对“事实 3 怀有过多“归纳的”敬意 a 这种敬意可能妨碍 
知识生长。设想你靠试试错错得到 V - E + F =2 这个猜想，但 


① 另一方面，因为数学照例用演绎的叙述法，有些人又相信发现之路是从公 
理和(或）定 X 到证钥和定理他们也许又要完全忘掉朴 素推测 的可能和重要 * 在 
数学劢探论里确实是演绎主义危险性大，在科学助探论里则是归沽主 

② 数学助探论在本世纪重新琚起归功于坡亚 * 他那令人赞叹的工作的主要 
特色之一，是强调科学助探论与数学助探论有种种相似之处。唯一可以看作他的 
弱点的地方也正与这个长处有 联系: 他从不怀疑科学是归纳的，而由于他正钾了科 
荸助探论与数学助探论之间深刻的类似，他就不由自 主地认 为数学也是归纳的7% 
_样的倩况，早先曾经发生在庞卡勒身上(见他的 [1902], 引言) * 也发生在弗 霄歇身 
上（见他的 [1938： l) a 

: H 




又立郎观察到画框的 + 而把它驳倒了。如果你对拿 
实敬意过多，尤其是在事实驳倒了你的猜想之后依然唯恐不恭, 
你就要重起炉灶，再搞 “超朴 素的”试试错错，再去另找一个猜 
想。而如果你有一套更好的助探论的话，你至少要试一试，别理 

* 4 ♦ 

会那个倒霉的观察检验，先吊學寧率荦宇作个寧寧，象哥西证明 
那样。 ^ f 

西格马^混淆黑白到了何#地步 I 凭什么挹哥西荜雙叫筚 
验？ 

眷 

倍塔:凭什么把哥西检验叫证明？它本来是楦验嘛！听着 * 

* * * • 

你是从一个朴素猜想开 始:对 于所有多面体 V-E + 1^2。 然后 
从它引出一串推断:“如果这个朴素猜想真，移走一面之后，剩下 
的两络有 + 如杲这个推断真，即使作了三角剖分 

之后仍有 + 如果方才这个推断真，把三角形一个 

一个移走的时候， V-E + F = 1也会成立、“如果这句话真，一 
个孤 零零的三角形照样是 V-H + F =1 b …… 

最后这个结论现在碰巧已知是真的。但是，万—我们当初 
下的结论是一个孤零零的三角形应有 V - E + F = 0,局面如何 
呢？我们准会直截了当拒绝原猜想，说它是假的 a 我们当初干 
的事不外是在检验我们的猜想，从中引出推断而已。这个检验 
看来是证实着猜想，不过，证实可不是证明9 

西格马 * 这下子我们的证困所证的岂不比我们以往认为它 
已证的还要少啦 I 照这么看，我们还得把整个程序颠倒过来*试 
一试另作一个思想实验，沿反方向走，从三角形重返多面体 I 
倍塔:说对了。不过，泽塔已经挑破了，解决这个问题》倒也 
不必先由试试错错设计出一个朴素猜想*再检验它，再把检验颠 
倒成证明，尽可单刀直入地从一个名副其实的证明开始 g —旦 
明白了有作演绎推测的可能，这巧整套准妇纳的 S 规矩可以一 




概免去啦 J 

卡帕（旁白） :好一 串戏剧性的骤变啊！批判的阿尔发变成 
了教条主义者，教条主义的德尔塔变成了反驳主义者，如今归纳 
主义的倍塔又变成了演绎主义者 I 

西 格马： 倍塔， 等一会儿 9 如果说，作完了學举隹學寧寧 

f ”，… 

倍塔 :按我 的叫法，这叫分哲…… 

西 格马： ……杲不其然又跟着东了一个证明性思想实验 


倍塔，按我的叫法，这叫寧令……① 

西 格马： ……能说“分析定理”与“综合定理 5 ^必然是一回事 
么？沿反方向走的时候，我们未尝不可使用不同的引理呀 

倍塔 t 如果不同，综合定理该比分析定理优越 0 无论如何， 
分析只是在单寧，综合则是在坪翠。 

教师： 自你发现我们的“呼哕，其实是筚寧以来，似乎全班大 
为震惊，搞得大家的注意力都离开了你的 i 要论点 t 假使我们有 
一个猜想被反例驳倒了，不妨把反驳撇在一边，先设法用思想实 
验来给猜想作个检验，这么做，也许会矇中某个证明，摆脱试试 
错错的状态，而转向多证多驳法。不过，我所以说“我情愿下功 
夫去<证明，假猜想”，恰好就是这个缘故嘛！兰勃达在他的寧呼 J 
I 里也提过同样的要求 ，“如 果你有一个猜想，就下功夫证明它 

4旦反驳它' 

* # 


© 按照铂贄斯的助探论，数学发现姶于猜想，后边眼彗 分析， 这时，假定分扦 
没有把猜想否证掉 * 后边就跟着来一个(也参见第5页:主第 T 3 页 注® 九 

不过，我们这种体例的分祈-综合是在会:去猜瓜柏普 斯那神 体例不是在证明就是 

♦ *•***♦ * * 

在否证猜想。 

W ® 参见罗宾逊[1936]，第471页* 
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泽塔：是这么回事。不过，让我来给兰勃达的三条规弭和 
欧米伽的攀耶彳作点补充，再加一条 

了个哕 i 寧，寧 ip 不 • • ’ 

’淚籴“/你 + 可是““•深+刻♦性 ； k •念•绷开了 P 也许你是对 
的吧，不过，你的新规则的实效在哪儿呢？到目前为止，它赏给 
大家的结果尽是已知的。事后聪明很容易。你的演绎推测”不 
是别的，正是踉老师原来作的分珩相对应的葶令。现在总该讲 
点信用了。你必须运用你的方出这么个崧‘，它不是你已 
知的,而且要还你许下的愿，让内容有所增加。 

泽塔：行。我就从我的思想实验生成的那个定理开始，所 

♦ « • 

有闭正规多面体都是欧拉的' 

泽塔 t 我不想浪费时间重过一证多驳法那 一关。 我径直用 
正规—词统称能从某个 # 完善”多边形这样做成的多面体： 
( a ) 先给它拼上 2 个面，保持 V - E + F 不变(这叫开正规多面 

者 

体)； （ b ) 然后拼上最后一个实现闭合的面，致使增加1 
(这就把圩多面体李成了呼多面体 )• 

欧米伽，完善多边形”？ 

泽塔:我所谓“完善”多边形、是指能从单个顼点这样做成的 
多边形:先给它拼上1个棱，保持 V - B 不变;然后拼上最后一 
个实现闭合的棱，致使 V - E 减少1。 

欧米伽：你的闭正规多面体会不会跟我们的哥西多面体重 
合噢？ ^ 

泽塔 i 我现在不想深谈， ^ 


•抑•‘ 





( d ) 用演绎推测来增加内容 


教师 * 预备知识够了。让我们看看你如何演绎吧* 


泽塔: 遵命,老师。取两个闭正规多面体(图 20( a )), 沿一条 
多边形环道贴在一起_让挨拢的那”面消失（图 20( b ) X 既然对 
于两多面体在联成的多面体里失去两面就恰好 
使欧拉公式复原>—有了哥西证明之后这不足为怪，因为新多 
面体也是很容易吹胀成一只球的。可见，欧拉公式完全经得起 
这个粘贴检验。现在来试一试双重的粘贴检验，把两个多面体 


沿两条多边形环道“贴”在一起（图 20( c ))。 于是有四面消失，因 
而对于新多面体 + 



伽马: 这还是阿尔发的早劈纟，还是画框嘛1 
泽塔 * 现在，只要我再作次^双重粘贴 ' 给这个画框(图20 
( c )) 贴上另一正规多面体(图 21( a ))， V - B + F 就成了 -2 ( 图 
21( b )) …… 

西格马 t 对于单球性多面体对于二球性多面 
体 V - E + F =0， 对于三球性多面体 V-E + F = - 2,对于球 

性多面体 —2 (fi — 1). 

泽塔:……新猜想就此到了诸位手里，内容空前，证明到家， 


• 种 • 









ISJ 

iay 


ib) 

图 21 


—张表也没编过吧?① , 

西格马:这真妙极了。你非但解释了顽固不化的画恒，还炮 


制了种类无穷的新颍反例 
泽塔:都解释到家了。 


罗：我刚才用不同的办法得到了同样的结果，泽塔是从两 
个欧拉性的例子入手，经过受控实验，变出一个反例6我是从一 
个反例入手变出一个例子 • 我拿画框作如下的思想实验：“假定 
多面体是某种易切割物做的，如象软粘土。从坑道拉一根线过 
去，然后穿出粘土。多面体不会崩塌……”②可是 变了， 成为一 
个司空见惯的简单或球性多面件了 不错，面数增加了 2,棱数 
和顶点数各增加 w ; 但是，由于我们知道简单多面体的欧拉示性 
戰焉2，原多面体倒必定是有示性数0 了。现在，如杲箱要作次 
数更多的切割,比方说《次，多面体才能化为简单的，那么它的 
示性数就该是 2- 

西格马 :这才 有趣哩。泽塔已经向我们道破，坪 f 不一定要 
以猜想为序幕，尽可从已知为真的命题出发，直接某种寧 
令，也就是证明性思想实验。如今罗又道破，甚至璋孽也不一^ 

要以猜想为序幕，尽可佯華结杲已然在握，着手设种分析， 

* 4 • • 


® 这是拉什希 ds & i ] 做的* 

® «拍[： 18 邛],第 102 页。 










也就是检验性思想实验，① 

欧米伽:不论你选哪一种妙法,解释不了的多面体仍旧多如 
牛毛！按你的新定理，所有多面体的 V - E+F 都是小于2的偶 
数。可是，也有多面体的欧拉示性数是 f 寧，我们见得可不算 
少。瞧瞧饰顶立方体吧(图 12), 它就有…… 

泽塔：我从来就没说过我的定理适用于所有多面体。它只 

* « 

适用于按我的作图法做成的球性多面体。按原貌，我的作 
图法是得不出环形面的。 ' 

欧米伽:我说中了吧？ 

西 格马： 我知道啦！把这种作图法推广到有环形面的多面 
体是做得到的。在适当的证明生成的多边形系统里删去一个棱 
不致减少面数，我们尽可用这种删法造出环状多边形（图 22( a ) 
和 22( b ) h 我疑心，说不定也有造法与我们的证明枏符的“正规 5 * 


□ □ 

{a > ib } 

图22 

多边形系统，哪怕从中删去的棱不只一个，也可以不减少茴 
数…… 

伽马:这倒不假6瞧这个 # 正规多边形系统（图23(&)) & 你 
把两个棱都删去，面数也不会减少（图 23(b))。 

西 格马： 好哬！可见，统言之，对于 n 球性或 ft 连通多面 


①这又是帕簧斯助探论的一部分 o 他把以猜想为序慕的分析叫做"理论 
的■%把不以猎想为序箱的分析叫做 1[ 悬託 的” （芾斯 D & 25 ] ，第1卷，治化页 )。㈣ 
备及证号琴，后者渉及也参克邊 i [ i & 45 ： i ， 第1 2 ?-1 36 贝飞 “帕黉斯_， 〕 和第 
i9T_20’4Mrt^〒")V + 

^ n • 





<a > ib ) 

图 23 

体，如果删去其 A 个棱不致烕少面数，那么 

V - £ + F=2 - 2(n— 1) + 2 4 

a=«i 

倍塔:这个公式解释得了阿尔发的饰顶立方体(图12)。那是 
只有一个环形面的单球性多面体（〃=1),除了 〜是1 ，别 的心都 

是零，换言之二1，因此 + 

k 由1 

西格马 :它也 解释得了你惊呼“好不合理”的那个欧拉异想 
体，那个有两个环形面和一条坑道的立方体(图16乂它是2球性 

多面体 ( n =2)， 同时因此，它的欧拉示挂数是 V - 

B + F =2^2 + 2 = 2 0 多面体世界又恢复道德秩序啦^① 

欧米伽 i 有空穴的多面体是怎么回事呢？ 


①恢复 “秩序 4得力于吕里埃，他用了几乎一样的公式 ([1&12 — lS 15 a ], 第 
1&9 页)； 岜得力于#塞尔,他用镩肿的頋此失彼的公式来讲欧拉多面体的不同拚法 
([1&32 J ， 第 19_20页）。# 见第 TT 页注 

从历史上说*吕里埃在 [18 t 2 — 1813 a ] 里曾经尽力用朴索推测把欧拉公式加以 
概括，并得到以下公式： V—E + f =2[( C - r 十 l ) + ( Pl + p a + ■)], 这里 p 是空穴 
数* T 是坑; ® 数， p , 是第 i 面上的内隐多边形数。只涉及"内睥多边形”时*他还给了 
证明，但坑遏:似乎鱿把他打敗了*他走这个公式是企图解释他的三种“ 例外、 可是 
也 A 淸单有逝漏(参 见第 2 T 页注 ®) c 何况有遗漏还不是他的朴素猜想假的难一理 
由，因为他失察的可能性甚多:空穴也许是多连通的;在有分岔坑道体系的多面体中 
坑道数也许无法单义决定：要紧的不是"内嫌多边形数••而是环形面敢（对共有一楱 
的两个邻接内隐多边形来说，他的公式会垮台） 5 呂1 埃的“归垧概括受到的批评， 
见李斯丁祕 1], 第98—99页0也費见第1脒 页注① • 
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西格马 』我 知道！对这类多面体，应当把各不连通面的欧拉 
示性数加在一起< 

V-E^F^^2-2(n t -l)^^e h j 

倍塔 : 还有孪生四面体呢？ 

西格马:我知道！…… 

伽马：你这种准确性有什么用啊！尽是些个自命不凡的雕 
虫小技，别这么滔滔不绝啦!① 

阿尔发 ； 凭什么不许人家往下讲？莫非孪生四面体是怪物 
而非真正的多面体？孪生四面体跟你的柱子一样是多面体，决 
不更坏！你不也钟情于语言的准确性么，为什么要对这种新的 

» « 4 

准确性大肆嘲笑呢？我们理应使定理 包罗了 @多面体，而使它 
准确正是在使它的内容増加，不是减少，这一回准确是优点啦！ 
卡帕： 烦死人的优点踉烦死人的缺点一样烦死人 * 决不更 
好！況且_幸參准确，你永远也做不到。到了再往下搞已经索然 
无味的时候该刹车了。 

阿尔发 t 我不敢苟同。一开始，我们只有 
(1) 一个领点是一个顶点 
我们由此演绎出了 


①确有不少十九世纪数学家被这类增加内容的雕虫+技搅晕了头> 真的不 
知道如何应对才好 T * 有些人动用怪物除外定义，知梅比乌斯：还有一些人动用怪 
物校正，如蜇珀。崔珀的 [1 STS ] 允其现脸 9 —方面，他跟许多同代人一样，巴不# 
有一个完备得无以复加的"广义政拉公式”，要包罗万有 a 另一方面，只要碰上平泼 
无奇的金4毳/他.就¥缩 I 不前。于是，他尽管声称6己的公式是 " 完备的、无所不包 
的”，却又昏昏然留下但书，说什么 1 ^特殊倚况会使(构件的）数法大成疑问 "（ 第103 
页 ）* 言外之意，如栗哪个闹别扭的多面体还能挫败他的公式的话，准是数错了它的 
构件，应该按正确眼光来校正这个怪物，比方说，孪生四面体的公共项点和公共棱 
就一定得甭两遍、数两回，非识别出毎个學生子自成一多面体不可（闻上)，更多的 
例子，见弟115页注 <&• 
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(2) 对于所有完善多边形 V = E 0 
由此又演绎出了 

(3) 对于所有正规开多边形系统 
由此又得出了 

<0对于所有正规闭多边彤系统，即多面体, + 

由此再依次得出了 

( 5 ) 对于正规 n 球性多面体 V ^ E + F =2-2 («-lL 

(6) 对于有多连通面的正规《球性多面体 V - 五 + F =2- 

2 ( n - 1) + 2〜 

k^l 

(O 对于有多连通面和空穴的正规《球性多面体 V-E 十 F 
= S| ^ — 2(fij ~ 1) + 

开端平淡无奇，但这么一演绎,其中隐蔽的财富岂不是奇迹 
般的尽收眼底了？既然 (1) 无疑是真的,其余的也就必真无疑。 
罗(旁白）:隐蔽的“財富1最后那两笔财富只说明概栝可以 

廉价到何等地步。 

• ■ 

兰勃达> 你当真以为 (1) 是推出其余一切的单公理么？演绎 
増加内容么？ 

阿尔发> 那还用说！演绎思想实验的奇迹不正在这儿么？ 
一旦你捉住了一点点真理，演绎就万无一失地把它扩充成一棵 
知识之树 & ®如果演绎不增加内容，我才不会叫它演绎，而宁愿 

螫 

叫它 B 验证'“验证与真正的论证不同，恰恰因为它是纯分析的， 
因为它是不结新果的 

兰勃 达：演 绎肯定不能增加内容1如杲经过批评，暴露出结 
论要比前提丰富，我们就不得不给前提增派援兵，把隐蔽引理公 
诸于众 • … 


• 95 • 



卡帕：正是这些隐蔽引理包藏着牵强附会，或有一失的东 
西，彻底截穿了演绎万无一失的神话。 

教师;关于泽塔的方法，还有別的何题吗？ 


( e ) 逻辑反例与助探反例的对立 


阿 尔发; 我喜欢泽塔的^，正象我軎欢欧米 伽的專 ㉛ 4 
一样。我喜欢欧米伽的方法¥因'为它关心局部而非全局 k 例。 
这种反例，兰勃达原来那三条规则是不予理会的，以为它们既然 
在逻辑上无害，在助探论上也就没什么意思。欧米伽却在它们 
的剌激之下设计出了新鲜的思想实验，使我们的知识取得了真 
正的进展。 

现在泽塔又从全局兼局部反例吸取了灵感。这种反例，从 
逻辑观点来看是彻头彻尾的证实，从助探观点来看则不然，因 
为，它们尽管是证实，却要求人们有所作为。泽塔建议把原思想 


® 古代哲学家们毫不犹豫地把猾想从它的拫平淡的推断湞绎出来（俐子见 
前文认三角形到多面体的那个综合性证明夂拍拉图认为 a 由一条单公理也许就足 
以生成一整个系统％ “按他通常的想法,单个假说本身就能结出新果，其他并用的前 
提在他的方法沦里是不予理会的，，（罗宾逊，第 163 页夂宇乎乎卒 罕哼， 
即进 巧哼或 E 孕苑验的或作图的遂揭，哼呼等夸亭零。命 

去 kk 。 IV — iipk 是哼唪*， 詹卞？ 旱？亨 
金卡 “m 釦 k 七鈿鈿鐽 hk 杈 k “ 缶 k 相鉍 辑 : ffefntPiiiim 

士秦淦的形式逻辑，说它不结新果、无关紧要给打发掉了，同时又盛赞新果累累的 
非形式逻辑万无一失^ 

② 庞卡勒 [1 S 02], 第33页。 

③ 十九世纪中叶在数学批评声中才开始捜捕隐蔽引理，这跟稍后平罟兮矸 
取代坪号言规#取代思维规#的过程有密切关系。逻辑理论上最重‘ 舍 
照阀秦心数善发展4筅46。不幸的是*就连最好的逻辑史：也不免全神 
贫生于逻辑理论丄 u 殳〈匕，不注意它们的根子是在岑埽芎哼 .4 哼琴今之中 * 也参 

见第123-页■注®1 ..… 
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卖验推广和 变繁， 使逻辑证实转 化为助 探证实，使逻辑上满意的 
实例转化为在逻辑和助探两方面都满意的实例 P 

欧米伽也奸，泽塔也好，都是在找新观念。而兰勃达，尤其 


是伽马，老是迷恋语言庚术，光想对付他们的全局而非局部反 
例，这种反例其实无伤大雅,只是从他们那种怪僻的观点来看才 
有伤大雅6 

粘 塔:如 此说来，逻辑观点是“怪僻的”观点。对吧？ 

阿尔发:对，锋幻哼逻辑观点。不过，我另有一点观感，想谈 
—谈。不管演绎增加不增加内容——提醒诸位，当然是增加 
的一看来它确实能保证印 m 孝寧丰琴。我们从一个顶点开 
始，任凭知识迅猛而和谐地生长，结果解释了无论什么多面体的 
顶点数、棱数和面数之间的关系。这是一种无反驳的非戏剧性 
生长！ 

帖塔（朝着卡帕）:阿尔发的判断力丧失得精光了吗？谁都 
是从一个哼罈开始，不是从一个顶点开始呀 t ① 

阿尔发:在这种步步为营但势不可当的胜利进军中，我们总 
有一天会到达这样的定理，“它们本身不自明，只有靠一颗洞察 
全局的心灵连续不断的活动，从已知的真原理演绎出来％®靠 
“不怀偏私”的观察和意外闪现的顿悟是始终达不到的 a 

牯塔，有没有这种最终胜利,我怀疑 a 象这样生长 * 我们始 
终到不了柱子，因为,（1)是从一个顶点开始的，柱子一个顶点也 
没有。还有单侧多面体和多维多面体，也是始终达不到的 • 这种 
步步为营的连续扩充完全可能到某一处就停步不前了，那时候 
你就非找新的革命性起点不可了！再说，即使是这号“和平的连 
续运动”也充满着反驳，批评嘛！倘若不是处于全局兼局部反例 

® 阿尔发 看来确 实潸进了演绎助探论的谬说 * 参见第页注① & 

® 笛卡儿 [162 幻 ，规则 
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的持续压力之下，我们又为什么从 (4) 转到 CS ), 从 (5) 转到($)， 
苁 (6) 转到(7>呢？兰勃达只承认全局而非局部反例是真正的反 
例，因为它们才暴霹出定理欧米伽的革新见解^一-阿忽发 
表扬得很对——在于把局部而非全局反例也看成真正的反例， 
闼为它们暴露出定理專學琴早。如今泽塔告诉我们，连全局兼 
局部反例也是真正的反因为它们也点破了定理真得贫乏。 

4 » • • 

譬如说，几种画框都是哥西定理的全局 兼局郐 反例。仅就亭_ 
培而言，它0固然是证实。但就巧宰而言，便是反驳了 t 我们可 
W 把头一种 ( 全局而非局部)反例叫做枣寧尽咧，把其他的叫军 I 
而我们承认的逻辑或助探反驳越多，知识生长得就越 
4 a 阿尔发呢，他既把逻辑反例视为无伤大雅，又根本拒绝给劢 
探反例以反例的称号，原因是他对他的观念着了迷，总认为数学 
知识的生长是连续的，批评起不了作用。 

阿尔发:你把反驳概念和批评概念人为地加以扩充，不过是 
要给你的批判的知识生长论找理由。语言糜术也成了批判哲学 
家的 i 具么？ 

派：依我之见，讨论一下概念形成对分清是非或许不无帮 
助, 

伽马: 我们冼耳恭听。 


• 8, 概念 形成 • 

( a ) 靠概念绷开来反驳.怪物除外的重 
估，兼及错误和反驳概念的重估 

派: 我乐于先回顾泽塔以前乃至欧米伽以前的时期，回顾定 
% 

理形成的三种主要方法，即怪物除外法、'例外除外法、多证多驳 
^ 38 1 



法，各种方法都是以同一个朴素猜想开始，而以不同的牢學和 
不同的寧牟半 舉告终 * 这种区别的某些方面，阿尔发已经 i 略 
叙述过+/但<他的估计，尤其是对怪物除外法和多证多驳法的估 
计，不能令人 满意。 阿尔发以为，与朴素猜想 相比， 怪物除外定 
理 “隐藏 着某种本质上的改进，靠宇句相同瞒住了”。他以为，德 
尔塔把“朴素”多面体的类逐渐收缩成一个清洗掉非欧拉怪物的 
类了。 … 

伽马: 这种估计有什么错？ 

派:不是怪物除外者收缩了概念，倒是反驳主义者扩充了概 

« * • • 

念 • . 

德尔塔 t 听啊，听岈1 

派*回想一下我们这个学科的首批开拓者处的时代吧。他 
们当时让年”多面体的美丽的对称性搞得神魂颠倒，真以为全 
宇宙的奥装在五种正则物体里头。到摆出笛卡儿-欧拉猜想 
的时代，多面体概念包括一切种类的凸多面体了，甚至也包括 
某些凹多面体了，可是，确实还不包括非简单多面体或有环形 
面的多面体。就他们心目中的多面体来说，那个猜想按本义學 
真的，证明也是无懈可击的。® 

随后，反驳主义者跑出来了。他们在批判的狂热中把多面 
体概念绷开了，硬要把违背原定解释的对象也包罗进来。按亭 
定解琴，猜想是真的1按反驳主义者偷运的咿垮皁_#，它才 
kkm . 他们的“反驳”暴露的不是原猜想的-枣，不是原证明 
的与隼，暴澪的是从前没人说过或想过的某个％猜想的嘏。 

•可怜的德尔塔！他奋起保卫了多面体原有的解释。每出二 
个反例，他都拿一个新子句来还击，以保障原概念的安全…… 
伽马 < 可是德尔塔次次都变换了立场，不是么？每当我们 
造了一个新的反例，他总是把自己的定义改得更长，又亮出另 
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—个“隐蔽午句！ 

派： 这才 是对怪物除外的怪鉴定哩！他只是寧±孛变换了 
立场而已。你们说他在术语上暗中兜圈子来死保他的宝贝念头， 
那是你们冤柱人家。他倒楣就倒在邡个不吉利的竽吝丨：“多面体 
是由多边形面组成其表面的立体”。这个定义让反驳主 
义者给逮住了。可是，勒让德的本意尽辱要它容纳他的朴素多 
面体,容董远远过了头，这根本是倡议者不明白也不愿意的。从 
这个合乎情理、貌似单纯的定义慢慢涌现的怪内容，数学界心 
甘情愿咽下去了 * 正因为这个緣故，德尔塔才不得不一次再次 
结结巴巴地说“我所谓…是指……”，不 得不坚 持不懈地把没 
完没了的“默认”的子句公开。一切的一切，都是因为朴素概念 
从来没扣准，以致一个简单的但古怪的非原定定义就使它报废 
了。但是 ，设 想另一种局面 ; 定义正好稳稳安置了“多面体”的原 
定解释。那时候，就该轮到反驳主义者来设计一个比一个长的 
怪物收容定义了。比方说吧，他们会设计“复合多面体”的定义》 


①欧拉 [ n 5 Sa ] 中的图6是有史以来几何敎科电上出现的第一个凹多面休 
凹凸多面体，勒让德在里都谈到丁。但吕里埃之前没谁提起过非简单的凹多 
面体。 

不过，我们可以再加一层有趣的限制。最先被人研究的那类多面体大抵不出五 
神普通正则多面体和棱锥1棱柱这#的准疋則多面体(参见欧几里得沁文艺复兴之 
后，这个类沿两个方向推广了。一个是正文指出的，把所有凸多面体和某些略有凹 
陷的简单多面体包栝进来 * 另一个是开普勒的方向：他发明了正则的星 ft 多面体》 
使正则多面体类加宽了。可是，开酱勒的革新被遗忘了，只好等庞索恃重来一次， 
星状多面体，欧拉的确是做梦也没想到过•哿西知道，但他的心奇怪地隔成 两半。 
他对星状多面体起了一个有趣的念头的时候，就发表丁：而他介绍自己—般的多面 
体定理有娜些反例的时候，又不理会星状多面体了*年轻的庞索特不是如此 
([1310])，后来倫 偏又改 变了想法。 

由此可见，派的说法虽然在助探论上是对的(就是说，在合乎理性的数竽史中 
是 其的人 在历史上却是假的。（不必为此发愁，实际历史往往是按理性再造的历史 
的漫画化。） 
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A 复合多商体是一组(真正的）多面体，由叠合面两两相焊接”，而 
“复合多面体的面又可以是复合多边形，后者是一组(真正的)多 
边形，以彘合棱两两相焊接”。这种享舍李 Iff 序于是就跟阿尔发 
和伽马的反驳生成的李晤停:概念正因;，第一个定义容 
许有非简单多面体， i 二+容许有非单连通面。可见，设计新 
定义未必是怪物除外者或概念保存者的差事，也可以是怿物收 
容者或概念绷升者的差事。 ® 

西 格马： 照这么说，概念和定义一就是说，原定的概念和 
非原定的定义一可能玩起互相作弄的鬼把戏！我从来没梦想 
到，概念形成居然会磨磨蹭蹭，落在宽得超过原意的走义后头！ 
派，会的。怪物除外者只不过是在坚守原概念，概 念绷并 
者把它加宽了。妙在概念绷开是悄悄干的，人人心中无数。既 
然人人的“坐标系”都随着概念加宽而扩充了，他们就不免要当 

怪物除外把概念弄窄这种助探论幻觉的俘虏，其实呢，这才是 

• ■ 

保持概念不变。 

徕 尔塔，看吧，是谁倣学问不诚实？是谁在暗中改变立扬？ 
伽马： 我承认，我们控告德尔塔暗中收缩他的多面体概念， 
算是告错了。他那六个定义统统是指同一个祖传老牌多面体概 

念。 哗學 年寧同了个莩芩咚豕拿莩 李葶宇 葶宇寧矽琿堆季 fm 

_ 存拜坪考 4 物除外定理对朴素猜想毫无改进。 

• “ i : 你的意思是说我那些定义统统是逻辑上等价的？ 
伽马：那得看你的逻辑理论怎么样了。按我的理论，当然 
不等价。 

德尔塔；这个回答并不很管用，你会承认的。不过，你还 

①怪物收容定义的趣例是茈索待给凸拄童下的定义 e 经他一定义，星状多面 
体也成了可敬的凸正 m 物体的一员， 
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是吿诉我，你驳倒了朴素猜想吗？你只是靠暗地里歪曲它原有 
的解释才驳倒它的！ 

傰马 e 对呀，我们正是按你向来梦想不到的某种更富于想 
象和更有趣的解释来驳倒它的。要不是这样，供 g 夢辱 T 个旱 

葶翠同丰学宁咬木-事咚尽翠也 k 没法车区别 

t / 为•对于’所•有多面体 v - e+f 

= i ”， 我就是纠正了你的错，也不甘自称这是什么“反驳”的* 
倍塔：伽马言之有理。派揭发了隐情之后，再把我们那些 
• 反例”叫做逻辑反例，也许就要煞费踌躇了>因为按猜想的原 

啡 ■ * 4 

定解释，它们跟猜想无论如何不是不一致不过 * 它们确实 
还是助探反例，因为它们在鼓动知识生长。假使我们过去接受 
了德尔塔那种狭隘的逻辑，知识就生长不了 a 姑且假设有那么 
个拘泥于狭隘概念框架的人发现了欧拉猜想的哥西证明。他觉 
得在年阿多面体上这个思想实验步步都容易行通。在他眼 I ：， 
“所有 多面体 都是简单的' “所有面都是单连通的”这些 # 事实*^ 
显而易见、毋庸置疑。他永远不会想到，诙把他韵“显而為 见*" 
的引理变成某个改进了的猜想中的条件，从而建成一个定理 
因是反例才显得出 ** 真得乎淡”的引理是假的，而反例的剌激不 
见了^于是乎，他以为哥西证明无疑是牢牢树立了朴素锖想，其 
确实性容不得半点怀疑了。可是，他那种“确实性”远远不是成 
功的标志，倒只是想象力不足> 概念贫乏的症状。这造成自鸣 
得意的满足，有碍知识生长*① 

( b ) 证明生成的概念与朴素概念的对立. 

理论分类与朴素分类的对立 

’ m 让我重新谈谈证明生成的定理:“所有带单连通面昀简 
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①其实，哥西庚是如此 e 假陡哥西那时已经发现了他的车金性的例外除外 
法，他八成会拽索例外，也会找着的 3 大擦只是稍后， 他下决心 厝除分析中的浥乱 
的时候，他才遇到了例外问题。（似乎是呂里埃彔先察觉和正视了一个亊实：这样 
泡乱"并不限于分折。） 

历史学家照例说，哥西察觉了他的定理不是普遍有效的，所以只躭凸多面体加 
以味述，例如施坦尼茨在 [1 S 14 — 1931] 里就是这么说的，不错，哿西在他命证明里是 
闱了 b 多面体的凸表面”一语 （[1813 a ], 第 &1 页），他在 [1813 b ] 里也是在“立体角与凸 
多面体的若干定理”这个总标题之下复述欧拉定理的，可是，大概正是想抵销含 
+备邊/他’特¥强’调了畎拉定理对任何多面体普遍有汝(定理 XI * 第 W 页〕，而把另 
外 E 个定理（定理 XIII 及其两个 M 遙）明确针对凸多面体来陈述（第96页和寒坤 
K)o * 

为什么哥西用语轻忽？哥西的多面体概念与凸多面体概念重含》 
而又:不尽重合。在凸多面体一唧轻轻按 一 T 就能得到的凹多而体/哿是&道 
的 I 但是，凡与进一违证实'—而不是反驳——他的定埋似乎无关的东西,他都没 
有讨论。（作为概念生长*的 * 触发剂，证实•永'远不能罕，， f 中。:! w 西谨 K 
地用了 ( ‘凸; 1 佘知每叙他 i 旮曲奏®永 皮命未 irfr 不是为 
消除反例才刻#求铕。就在这同一段话里，他论证了欧拉定理是 ( _对于干辱多边形 
兩这条引理的“直接推断％他还说过"各多边形在同一幸®上还身 
在不同平面上，对 v - e + f =] 的有效性并不打紧，因为定理只涉及多边形数及其 
构件数"（第81页、这个论证，在哥西的狭隘概念框架内正确之极，在吏宽的悝架 
内刼不正确 * 比方说，如果“多面体”也可以指画框的话。 t 九世紀前半期，这个论据 
屢屡有人重复(例如奥利维尔 [1826], 第230页； 或格龙 奈特 [1&2 T ] •第 36 T 页；或 
E 采尔 [1 祕0—1862]，第2卷 ，第 207页），贝克尔提出过批评第6&宽乂 
依常例，只要 ifc 概念 了了卞 亨， 

初等知 i 也龠 it 免备邊忐弇唪 ♦幸％ 士毕砷 

也会解★嫌 b ■的历■史 ¥ 家们为 *什 •么 ■-二 W 为 •不理 解概念芍年圬一给自已 
造出一大堆扑朔迷离的问题。为了拯救哥西，谦恭的历史学家们’声称’他‘‘决不可能 
遗漏”非镝单笋面体，所以他‘〒辱，，（！ >将定理尽呼到凸多面体这个-范但拯救 
出来之&，他们又不得不解释哥 W 画的界线何以414“无谓' 为什么他竽亨理季非 
凸的歌拉多面体呢？施坦尼 s 的解 释是： 平，表迖欧拉定理要借助于裏 通 
性。既然在哥西时期尚来 "清楚 當握，，这个4各，那么 " 最简单的当路，■就是 m 定凸 
性(第20页) & 就这样，陡坦尼萊把哥西认来没犯的一个过错给辦_淖了。 

别的历史学家另有一套招数。据他们说，到达正确的阉念锃架(也就是他幻知 
道的那个框架)的一刹那之前，只有一个"黑暗年代％ "不说是没有 • 也是几 H 有 
健全的“结果，多面体理论的那一刹那，据勒贝格说 U 】923], 第 5 S — 页)是约当 
证明 [ iS 66 a ], 据贝尔说 ([ W 45], 第460页)是庞卡勒证明 EiSS 5： f * ' 
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单多面体都是欧拉的”。这种表述是要引起误会的，该 说“ 所有带 

单连通面的简单对象都是欧拉的”才对* 

« * 

伽马 * 为什么？ 

派 * 前面这种表述是说，定理中出现的简单多面体类是朴 
索猜想中的“多面体”类的子类。 

西格马，简单多面体类当然是多面体的子类嘛！ “简单多面 
体”概念把多面体限制到了我们证明里的第一引理行得通的那 
—部分，就使原来那个宽的多面体类咚_了 * “带单连通面的简 
单多面体〃这个概念标志着原来那个 i 又进一步收缩丁…… 

派：原来那个多面体类就是只包含简单的、带单连通面的 
多面体的。欧米伽过去说引理并入减少了内容，他搞 错了* 

欧米伽：每并入一条引理不都排除了一个反例吗？ 

派*当然是的，但这是靠概念绷开炮制出来的反例。 

欧 米伽： 那么，引理并入是在保存内容，跟怪物除外奄无 
二致喽？ 

派*不对。引理并入是在内容，怪物除外不是。 

欧米伽：什么？你真要我信，引理并入不但不崞中内 
容，还増加内容吗？不是在收缩概念，倒是在绷开概念吗？ 

A » 丨 ♦ # * 

派：一点不错 & 听听看吧。一个地球仪，上面画了一幅政 
治地图，它是原来那个多面体类的元素吗？ 

欧 米伽：当然不是。 

派：可是，有了哥西征明之后，它就变成元素了。因为，你 
可以毫无障碍地在它上面做通哥西证明，只要它上面没有环形 
的国家或海 

伽马说得对 舸1 把多面体吹胀成一只球*把棱和面扭弯， 



①参见第 3 T 页注①, 
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丝毫不会妨碍我们做通哥西证钥，只要扭弯之后顶点数、梭数 
和面数不改变。 

西格马：我明白你的意思了。照这么说，证明生成的“简单 
多面体”概念不仅是朴素的“多面体”概念的收缩、限定，也是它 
的矿卒、 傅培 。①有哥西证明之前，任何人都很难起念把多面 
体概‘廡这种地步，连起了皱纹的带弯曲面的睁学“多面 
体”也收容进来;就算起过念吧，也会被斥为怪僻给打*发 + 掉的。现 
在这可是一种自然而然的概括了，因为我们证明中的道道手术 
对这些多面体都解释得通，跟棱是笔直的、面是平坦的普通朴 
素多面体没什么两 样。® 

派 t 说得好。不过，你还得多迈一步才行 • 坪發丰寧的概 
念既不是朴素概念的“限定”又不是它的"概括”。种的证明1 
频频的反驳给朴素概念造成的革命性的影响远远不止于此，简 


①达尔布在 [ lST 4 a ] 里差不多有了这神想法。稍后庞卡勒就讲得很清楚了： 
- ■■…数学是以同名槪异物的艺术……如果语言选得好，我们会悚诧不巳地发现， 
给特定对象作的一切证明可以立即转甩于许多新的对象；一切都不用改，连用词也 
不用改，因为它们的名称巳经变成一样的了 "（[1908 J , 第訂5页）。弗君歇話这种做 
法为"极端有用的概括原则％衷述如下:"在证明有关某数学对象的某命屬时，如果 
所用该对象的一组性质#没有把该对象决定下来，这个命题便可以推广，应用于更 
—般的对象 11 ([1 拟8]，第 lft 页) e 他指出，这样的概括不是平淡无奇的，“也许非花 
太气力不可”（同上)。 

© 哥西并没有注意到这一点。从一个重要的方面说，他的证明与本韦较师所 
给的证明是不同的，这就是哥西在 [1813 a ] 和 [1313 b ] 里$_把多面体想象成橡皮 
做的他的证明计谋的新意在于把多面体想象成一个，未再象政几里4、欧拉 
和勒让徳似的想象成一个立体了。但他还是把它想象命 i 个-体的曲面。当他移走 
—面， 把剩下的空间多边形>网 4 络映射成平的多边形网络时，他没^把他的映射看 
成绷开,也许要使面和棱变弯的。最先察觉哥西证明在有亨 g 的多面体上也行得通 
的癃 每家是 克瑞勒 （ EISA 二1& 27] ，第 G 71 —67 2 页 〕 ，但4条旧小心禺興不丟掉享 
棱。然而，对亍凯利，似乎—眼”就能识砍，“即使允许棱是穹曲的线，这个理论 ik 
未会有实质上的改变 laseii 第425页） a 独立畀出同样见解的，在徳国是李斯 
丁第冊页），在法国是约当 （ US 66 a ], 第39萸) * 
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直是把荚键的朴素概念了宰 坪等， 用证明生成的概念零呼尽； I : 
了。 ® 朴素术语“多面体”，哪燊是被反驳主义者堋开 ia，’i 
还是指某种结晶体似的东西，指面是“平平”的、棱是直直的立 
体 P 各种证明计谋却一口吞食了这个朴素概念，把它消化得精 
光 p 在各种证明生成的不同定理里，我们根本不跟朴素概念打 
交道了。它消先得无影无踪了。每一种证明倒是产生了体现自 
身特征的证明生成的概念，指的是可绷开、坷吹胀、可拍摄、可 
投影初渚如此类的性质。老问题荡然无存，新问题脱颖而出•在 
哥伦布之后，如杲疼 f 寧瑢华0堺枣箏啐呼辱，那是不该 
吃惊的。 

西格马 ， 总之，欧拉猜想的“朴素”产地“立体论”算是冰消 
瓦解了 。 猜想脱胎換骨之后重新出场。如果它是由日果内证明 
的，便进入射影几何 * 如杲是由哥西证明的，便进入解析拓扑 * 
如果是由庞卡勒证明的，便进入代数拓扑…… - 

派，太对了 & 现在你总懂得了，为什么我不象阿尔发或倍 
塔那样 v 把各个定理表述成“所有日果内多面体都是欧拉的' 
# 所有哥商多面体都是欧拉的”等等 * 而宁可表述成“所有日果内 
对象都是欧拉的” ，所有 哥西对象都是欧拉的”等等。所以，華 

寧 學，不尽，吵寧寧孝哼憤寧亨莩 f 咚不 钞*孕炒冬寧早哕， 

①亭吁概念形成论是把岈夸形垮婷号碎 f 巧芎咢 * 坡亚则是把它嫁给了 m 
察 & “物理-学家 {(1 开始谈 ( ‘今， kife 笙 fn 弁蚣谈^病.的时候，这呰术 语是含 
承的.朦胧的'搁里糊涂的。今天科学家所用的术语，如象■电荷 •，电 流\ •细菌 
#染，…病毒传染\就比较淸晰、比较确切，不可相提幷论了。可是，两套术语的 
更昝经过了为数何等惊人的观察、多少别出心裁的实验啊，其间也有过某呰讳大发 
现^归纳改变 了术语 ，澄莆了概念。骷个过程的这一面 * 闯如何用归纳来澄清槪 
念，我们也能从数孝里举出适当的 Ad ”（ D .如 4 ],第 1 卷’第 如页、 送神归纳主 
义概念形成论尽管是错的，也比硬咒赞念形成 是亭？ 巧，说既念的"孕 ㊅ ”或 
是任何 钭学过论的 p 备阶亭，要可以一点 * 





倍塔：不用得了宠的证明生成的术语，比方哥西对象”之 
类，而沿用“多面体”这个术语，岂不也行吗？ 

m 悉听智_挠，不过要记住孕辱乎寧不昂華 卒零寧寧辱亭 

西了。它的朴素意义已经荡然无蚤，+鑫云，:.♦:，’… 

♦ > 

倍塔：……指一个更一般的改进了的概念！、 

帖塔：不对！指一个截然不同的崭新的概念。 

西格马 t 我认为你们的看法是悖理的！ 

派: 如果你所谓悖理是指“尚未得到公认的意见”①，可能 
跟你的某些裉深蒂固的朴素观念不一致，那也无所请，反正你 
非把你的朴素观念换成悖理的观念不可。这未尝不是“解决”悖 
论的一种办法6不过,你心里想的到底是我的哪个具体看法呢？ 
西格马 t 你还记得，我们曾经发现，有些星状多面体是欧 
拉的，另一些不是。我们曾经想找一个证明，要深刻到足以解 
释普通多面体与星状多面体两者的欧拉性…… 

易卜西隆，证明就在我手里。 

西 格马： 我知道。但是，为了便于辩论，我们就设想没有 
这样的证明，设想除了“普通”欧拉多面体的哥西证明之外，有 
人又给星状欧拉多面体提出了一种相应的但根本不同的证明。 
那时候，派，你会因为有这两种不同的证明，就主张把我们原先 
归入一类的东西劈成两类么？两样迥然不同的东西，有人给它 
们的某些性质找出了共同的解释，你 X 会只因为这一点就把它 
们统一在同一名称之下么？ 

派：当然会。我可决不会把鯨叫負，把收音机叫闹箱(土人 
也许会 吧）! 我听见物理学家称玻璃为液体，也不觉得别扭 。的 
确，知识进步了，朴读分类就被理论分类敢而代之，就是说，被 

4 * 4 * • 4 • • 


①霍布斯 [1656] ，对主教第 xxi 条答复的批驳 ♦ 
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理论生成的(证明生成的，玫者说解释生成的，悉听尊便吧)分类 
取而代之，猜想也好，概念也好，都不得不通过证明和反驳这 
个漆罪所。 

念（证明生盈 “ iiijiifc 概 i ). 使朴素猜想和朴素-念报废。 

♦ ••番 ♦*<♦#♦»»« 

而随着理论思想和既念使朴素思想和概念拫废，理论语言也就 
使朴素语言报废了。① 

欧米伽：到头来 * 我们总会从朴素的、偁然的、纯名义的 


①从相当朴素的多面体分类到高度理论的分类经历了—个渐变，巡视一下 
这个过程阇 ji 挺有趣的。头一个不再只容纳简单多面体的朴素分类出自吕里埃之 
手，是按空穴、坑道和“内隐多边形”的数目作的分类（见第抑页注① 

(a) .空.穴鈇玟的 S 二+近骀，顺便说说，还有 S 里埃自己的证明 (C1R12— 
1813a]， 舍1>4一 KT 页），靠的是分解立体，要么把它的角一个一个切掉，要么从 
内部的一点或几点把它分解成棱锥体* hifn， 哥西 证明一 吕里埃并不知道有这回 
事一则是靠分解多面形等到多面形曲面沦使多面形立体论最终报度之后， 
空穴便索然充味了，因为二不"有空穴的多面体"变成了一整寧多面体 a 这么一來， 
我们那个老牌怪物除外定变成证明生成的理论定义了 * ; 空穴”这个分类学槪 
念从生长的主流中消失十。•‘ 

< b ) 坑道 a 李斯丁早巳指出过这个概念不能令 人滿意 （见第93页 注①) ，它 
乏祓取代，•卡納普派的学者也许不免要料定，是由于给“坑 iT 这个"含揭”概仓作 
了某种“精释"吧^其实是由于人们试®去证明和反驳吕里埃榦有坑道多面体的欧 
拉示性数提出的朴素猜想 * 在这个过程中*有《条坑道的多面体慨念消失了*证明 
生成的“多连通性"（也就是我们所说的球性 。籌 了位。我们发现，某些文章还在 
沿用这个朴彔术语来指证明生成的新概念，例如霣珀鱿把"坑道”数定义成使多面 
体保存连 通诖所 需切割的数目（[1879]，第102页)。萑施坦尼茂看来，坑道概念 
在理沦上巳经如此稳固，他无法找出，吕里埃按坑道数作的朴素分类与证明生成的 
按多连通法作的分类有什么“本质上的•■区别:所以，他认力李斯丁对吕里埃分类的 
批评“极不公正 ”（[1914-1 於1]，第於页、 

<c) 隐亭 边形％ 这个朴衆概念也是转牌卽遗，先被环形面取代，随后又按 

多连通面取*代’ (4# 血第利页注① ) c (是$ 涔而非 “精 释”， 因为"环形面 "肯 定不是 
w 内隐多边形"的箱释 J 然而，多面形曲一则被拓扑曲面论、二则被阁论报度 
T, 这时，多连通面如何影响多面诹欧拉示性数的问题也就一点趣味都没有了 * 
可见,第一个朴素分类的三个关键概念当中只有二个"幸存"，就连这一个也巳 
改观，难以识别了一广义欧拉公式暂时被归结为V— E + 2— 2fH% (关于更 

进一步的发展，参见第页注 ©)• 
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分类到达最终的、真的、实在的分类，到达尽善尽美的语言嘛 I ① 


( C ) 逻辑反驳与助探反驳复议 


派*让我重提有关演绎推测引起过争议的某些话题。先看 
助探反例与逻辑反例对立的问题，这是在阿尔发:和帖塔的讨论 
中提出来的。 

我想，我讲的道理已经说明，连所谓“ 逻辑” 反例也是助探 
反例。按原定解释， （ a ) 所有多面体都是欧拉的，与 ( t >) 画框不 
是欧拉的，并没有什么不一致。 

如杲我们抱定原语言默认了的语义规则，我们举的反例都 
不是反例。靠概念绷开改变了语言规则，它们才转化为逻辑反 
例. 

伽马：你的意思是说了爭有趣的反例全是助探反例么？ 

m —点不错。一头明稍反驳，另一头是概念、分类、 
语言框架上起的变化，你想把二者隔离是做不到的。举出一个 
“反例”之后，你照例得作某种选 择:要 么你就拒绝为它烦心，因 
为在 你的續 寧语言 h 中它压根儿算不上反例;要么你就同意以 
概念绷开变你的语言，在你的新语言~中接受这个反 
例 . 

泽塔:、……然后在 b 中梦，这个 反例！ 

派：按传统的静 态合理你只能作前一 秭选择 * 科学却 
教 你作后一种。 


①訧朴素分类而言，唯名论者接近其理，据他们说各神多面体唯一的共同点 
就是它们的名称 * 可是，控过几个世纪的证明和反驳之后，随着多面钵理论向前发 
展，理论分矣取代了朴素分类，天平就倾向于唯实论者了*共相问越应当重新 考虑， 
笋着眼于知识在生长、语言在变化* 


♦ 1的 • 





伽马：这就是说，我们对能有两个陈述，在&中原是一致 
的，但我们转到了它们在其中却不一致了。或者，我们可 
能有两个陈述，在 h 中原是不一致的，但我扪转到了它们 
在其中却一致了。知识在生长，语言也随之起变化。*每个创造 
时期同时是个语言变化时期。”®在任何给定的语言中都不能模 
拟知识的生长。 

派：说对了。助探论过问的是语言动力学*逻辑过问的是 
语言静力学 

( d ) 理论的概念绷开与朴素的概念绷开的对 
立，连续的生长与枇判的生长的对立 

伽马：演绎推测是不是提供了连续的知识生长模式呢7你 
答应过要重新谈谈这个问题的。 

派， 演绎推测的助探模式可能取多种历史形态，我先给其 

* » * * 

中几种勾个轮廓吧。 

fT 方婷 尊是扑素的概念餓开远远跑在理论前头，炮制出 
了一[反例 & 朴素概念松散了，而又没有理论概念来 
替代。在这种情况下，既有成批反例作备用柴，演绎推测可以 
一阵又一阵地燃烧起来 3 假使你喜欢这么叫，这便是连续的“概 
括〃摸式。不过，別忘了，它是从反驳开始的，它的连续性在于 

® 菲利完斯[1如7：1,第10资，据逻辑实证主义者说， 哲 学的,7任务就是 
构造表现料学的人工冻结状态的"形式化"语言（见本书作者引 言中也泰的卡 尔的 
普的 话)。可是， 在科学的疾速生长勾鹄掉老的‘^吾言系统"之前 * 这样的研究是几 
乎无法进行的，科学教我们别喿奉任何给定的槪念 - ii 官框架 * 免得它变成概念西 
笼。语言分析学家茚有 一# 至少想延崚这个过程的藏而不尨的兴致，3的是要说闽 
他们都容诺言治疔术是正当的，就是龙，要显示自己对科学有敗其甫要的反馈和价 
值，井没有线化为‘ ; 千巴巴的小古栢，，（爱囡斯坦3卿 H 技蝥尔曾经对逻辑实证丰 
义提出 如郎视 H 倒如的[1959]，第123页，脚注 *3, 
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用一个生长着的理论把它的初版已有的助探反驳一批接一批地 
解释掉。 

伽马 I 换言之，“连续的”生长只表示反驳在它背后好几英 
里的地方摆着哩 I 

派：说得对。但是，也有可能，每反驳一次，或者说朴素 
概念每扩充一次，.理论(和理论概念)$跟着就扩充一次*就把 
反例给解释掉了。这时候，“连续性”^让位给一种激动人心的 
过程，成了概念绷开式的反驳与越来越有力的理论交相更替、+> 
寧辱豕拿与解释性寧牟 玲寧孝 學牙交相更替。 

嘛 j 

派 I 对啦，它们其实没多大区别。无论在哪一种里，理论 

• 蠡 

不过 * 

mkmmim^kk-- . 

西格马 * 又是一&偶然的变异么？ 

派*是的，假便你喜欢这么叫的话。然而，一发生这种变 
异，正在生长的理论就不只是在解释，而且是在炮制对自身的 
反驳了。 . . • ， 

西格马：什么？ 

派 I 在这种情况下，理论的生长超出了说 实在的 ，是 
消除了——朴素的概念绷开> 替如说，某人一开始就有了哥西 
定理，地平线上连一个反例也没有。这时候，他为了检验定理， 
想尽办法让多面体变形，比方说，一切为二，切掉棱锥角、弄 
拱、扭弯、吹胀……这些检验计谋当中，有些会通 向钲明 计谋① 
(先得出已知为真的某种东西，而后倒过来做，也就是遵循帕普 

①坡亚 区分“ 简单的”和“苛刻检验，《苛刻的”检验也许会“初步暗示出一 
个证弭第1卷，第 W —■圯页 ）• 


，墓 I 卜 







斯的分析-综合模式），但也有一些，象泽 塔的* 双重粘贴检验^ 
那样，不是把人引回已知的东西， 而是钯 人引向了真正的新鲜 
事物，引出了对被检验命题的某种劭探反驳，不过， 

準广炒孝择夸:，这种反驳自 b 就 tsiii 

己…… 


艾欧塔 t 多么辩证啊！捡验转化为证明，反例因其构造方 
法本身一变而为例子…… 

派 1 辩证在哪里？一个命题的检验转化为琴了个更深刻的 
命题的证明，前者的反例一变而为后者的例子/么把混淆 
叫辩证呢？还是言归正传吧，我的演绎推测第二大模式，阿尔 
发准会看成知识的连续生长，我可不认为能那么看 * 

阿尔发：当然能拿我们这种方法踉欧米伽的主意比—比 
嘛，他的主意是把一个证明计谋换成根本不同的更为深刻的计 
谋。这两种方法都在増加内容。但是，按欧米伽的方法，证明 
中适用范围窄的手术换成了适用范围较宽的手术，或者更沏底， 
整个证明换成了适用范围较宽的证明。演绎推测只是钋充上加 

宽适用范围的手术来推广给定证明。这不就是连续性吗？ 

# ♦ 

西格马：说得对！我们从定理演绎出了一连串定理，—个 
比一个宽！从特殊情况到了越来越一般的情況！靠演绎作了概 
括!① 

派: 但是充满了反例！ 年坷 了卓内容上的增加，年呼了个 
更深刻的证明，要么尾随要么对原先较贫乏的定理的种种 
助探反驳，一旦你认清了这种情况…… 


< S > “在数学里简直是司空见该的事情，在初学者看来，或者在自命高深的哲 
学家看来，却依然是如此今人吃悚，那就是一般情况可以在逻辑上等值于特殊情 
況”(坡亚[〗954]，第1卷，第17 页)， 这话在辑里没一点错。也_兒庞卡勒 
[19 G 2 L 笫31—33页_ 
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轲尔发 i 蛄塔已经扩充了“反例”槪念，把助探反例 罗致在 
内了。 你 现在又扩充， 连从 来不曾实际存在的助探反例也给罗 
致进来了。你所谓“第二大模式”充满反例的空话，其根据不外 
是把反例概念扩充到存活期等于零、发现之日便是解释之时的 
反例罢了。凭什么说，一切智力活动都是“批判的”，就是在统 
—框架内为增加内容而作的斗争也无一不是“批判的”？你这种 
教条主义的“批判态度”把是非界线搞得模糊不清！ 

教师 ； 你跟派之间的是非界线确实模糊不清*因为你的“连 
续生长”跟派的“批判生长”完全一致。我倒对演绎推测或 4 *连续 
批判”的局限性更感兴趣，如果它有局限性的话， 


( e ) 内容增加的极限.理论反驳与朴素反驳的对立 


派： 我认为，连续，生长注定了迟早要寿终正寝，迟早要 
到达理论的卑部4。 

伽马：不论什么时候，我准能把某些概念绷开呀 I 

派 t 那是当然。朴素的概念绷开尽可持续下去*可是理冷 

•« « » * * 

哮概念绷开是有极限的 I 由朴素的概念_开而来的反驳只不过 
是些牛虻，叮得人心烦意乱，就用理论的概念绷开去捉它们6可 
见，反驳有 两种。 头一种是由于巧合，由于运气好，或者由于 
随心所欲扩充某个概念，让我们给辱年》±了的。它们象奇迹， 
它们的“反常”性状还没有得到解释；我们承认它们是等年哼反 
例，只是因为承认概念绷开式的批评 在我们 是习以为常的 。这 
种玩意儿，我要叫朴素反例或非非之想。其次，还有理论反桫。 
这些反例，要么本来就是由证明绷开炮制出来的，要么原先是 
非非之想，被绷大了的证明抓住了，解释掉了，结果提拔到理 
论反例的高位之上了 • 看待非非之想还是得多多存疑才对 * 说 
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不定它们并不是真正的反例，而是某种大不一祥的理论的实例， 
如果不是明摆着错了的话。 

西格马：万一我们碰了壁，如何是好？万一我们想扩充原 
证明来把朴素反例变成理论反例，却无法做到呢？ 

派：我们不妨再三试验，看看自己的理论是不是还有某种 


隐蔽的生长能力。然而，有时候，我们有十足的理由洗手不干6 
比方说，帖塔曾经指出，如果演绎推测是从一个顶点开始的，就 
切不可指望它解释得了无顶点的柱子。 

阿 尔发： 可见，柱子虽非怪物，毕竟只是非非之想嘛！ 
帖塔，非非之想也不可小看嘛!非非之想是真正的反驳。它 
们塞不进连续"概括”的模式，也许倒真会强迫我们对自己的理 
论框架来一次革命+① 

欧米伽1妙舸！人们也许会达到某一串演绎推测的辱 f 寧 
和点，但随后又找出一祌革命的、新颖的、更深刻的证明计谋， 

它的解释力更强。到头来，还是能达到一种最终的证明，没有 

# • * 

极限，没有饱和点，没有非非之想能把它驳倒1 

派 （ 什么？单靠一个统一理论就解释得了宇宙间的一切现 

# * 

象？永远休想 I 我们迟早会逼近象牟靖寧呼卑那样的东西。 

伽马 •• 老实说，会不会我都无 一冬反 例要是只用给 
证明作点廉价的 f 學的推广就解释捧了，在我看，它已经该算 
非非之想了。再^ 一遍： 我实在看不出有必要把“多面体”概括 
到能收容有空穴的多面体；这不是一个多面体，是一组多面体* 


①钒利 [1 S 61] 和李斯丁 [1 S 61] 认 寅对持 多面体理论基本牌念的绷开 p 凯利 
把棱定义为“从 一顶点 到它自身或任 何別的 顶点的路”，但又允许棱蜕化成无顶点 
的南曲线，称后#为"囤线”（第 43 C 页李斯了有一术语指各种棱，不论其顶点是 
两个、一个还是雩个，这就是 吖窮 104页两个 A 都明白，在他们宽大为怀的概 
念框架里变得顺乎天理的"非扣之 想， ，还葙要有崭新的涅讼才解释得了。凱利发轉 
T 闭團形分类理沦％现代拓扑学伟大先骢之一的李斯丁发明了"空间复形详考、 
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4 多连通 面％ 我也宁肯忘掉拉倒^干吗不把失踪了的对角线画 
上呢？ 至于那卜想收容孪生四面体的概括♦我巴不得给它一枪1 
它唯一的 M 的就是毫无目的地制造复杂不堪、自命不凡的公式 
而已= 

罗：你终于童新发现我的怪物校正法啦 I你 就得靠 它才能 
幸免于浅薄的概栝。欧米伽不该把内容叫做“ 深度、 不哮谇年 

想想( 6) 和 （7 )吧1® 

* iii 公 i 里，你想到了 （ s ) 就收场么? 

伽马‘‘ 是的。 （6) 和 （7) 不是生长，倒是蛻化 I 与其接着 
走向 U ) 和 （7)，我宁可找个印木♦苹畛新反例 来解释 1® 

阿 尔发： 也许还是你说对 + * 不▲，谁来歎决琴哪 』. L 该收 

( D 栢当多的数学家分不清什么平淡、什么不平淡。如果既木然不识要领 r 又 
幻想能造芫备得羌¥复巧 p 公式将一切可思议的恃例都索括在内，这就格外狼姒 
(参见第 d 貪圭公义’这¥的数学家可以为“最终，，完成某公式的概栝苦 1 F 多年，临 
了也只作了几处无足道哉的改正 * 箅是推广。杰出的数学家贝克尔就是个可笑的例 
子。他苦干多年之后，炮制了 V_E + F =2-2 rt + g 这个公式，其中 n 是把_面体 
表面分成的单连通表面所需的切割数， g 是把所有面化为单连运面所 
要添上的对角浅数 （[1869 a ]， 第 T 2 页)。他当时很以他的成就为荣，自称它焕发者 
“空 前的异彩”，甚至是使一今课題 < f 终成定局％要知道，在他动手之前， w 象笛卡 
儿、 政拉 t 哥西、日果内、勒让德、格龙奈特、施陶特这类人物都热心钻研过这个 
课题(第65页 h 可是，他的名单里漏了三个名字 i 吕里埃、约当1李斯丁。别 
人告诉他有吕里埃那么回事，他发表了一条伤®的注，承认吕里埃五十多年前就知 
道这一切了。说到约当,他对环形面是不热芯的，怛偏巧热心钻研过有边界的开多 
面体，因此，在他的公式里，除了 n 之外，边界数 m 也露了头角 （[1866 b ]， 第86 
页）。于是，在一篇新文章 [1 秘 9 b ] 里，贝克尔就把吕里埃和约当的公式拼凑成 V — 
£ + f =2-2»+ g + m (第页 h 但页克尔在困顿之中过分性意了，没消化李斯 
丁的长文章 • 所以，他给 [ lS 69 b ] 收尾时伤感地说;“李斯丁的概括还要广％ (晒便 
说后来他又设法钯他的公式推广到 了屋吠 多面体 D 幻 4]: 参见本书第32页注 
©J 

( D 有人也许持庸人之见，总相信有什么早苹 咚竿苧 《 肀。 至 少伽马 决无此 
念。 我们视在不讨论单侧多面体（梅比每斯[1’&品]’）’滅 — _多面体（施執夫里 
[1852]), 这些例子会 4 证’实伽马的预料：全然出乎意料的摒开式的反驳永远能 
给整今理论以某种訢的、可能是革命性的推动 * 
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杨呢？深到什么程度是个口味问题。 

伽马： 既有文学批评家，为什么就不能有数学枇评家逋过 
公开批评来提髙大家的数学口味呢？搞得好，也许就能堵死数 
学文献里大搞自命不凡的雕虫小技那股潮流。① 

西格马 t 假使你到了 （5) 就收扬，让多面体理论交成有 
个环柄的三角化球面理论拉倒，那么，万一有了需要，象 （6) 
和 （7) 解释掉的那类平淡的反常物，你又怎么对付得了呢？ 

缪： 易如儿戏嘛I 

帖塔：行。那么，我们到了 （S) 就暂且收场吧。不淳，窣 
们收彳#了场吗？概念绷开了， （5) 也可能被驳倒^如 i “念 i 

• * ♦，参 《 

开得到的是一个暴露定理内容贫乏的反例，我们大可置之不理， 
但是，如果得到的是一个暴露出它分明为假的反例，怎么办?我 
们不妨拒绝应用增加内容的舉呼 f 或赛寧 f 去解释非非之想， 
却不能不应用保存内容的筚^桌防 ii ▲被非非之想驳倒。 

伽马：就是这个话嘛不妨把廉价的"寧寧”打发掉，却 
很难说坷以把“廉价”的早赛打发掉。 

西 格马： 何不给“多 体# 建造怪物除外定义，每出一个非 
非之想就添它一个新子句？ 

帖塔：不论怎么傲，都要重温吓人的 旧梦： 恶的无穷。 

阿 尔发： 当你们还在增加内容的时候，你们是在发展观念， 


①坡亚指出， 浅薄的廉价的概担 “4夭比以往更时髦^ 这神概 括是用 一个大 
术语把一个小念失发得泡泡的。就连那么个小念头，作者照闲也宁愿 R 旁人手里拿 
过来 * 力戒补充住何独到的项察，力避解决任何问題，除了池自己的术谌遇咀惹出 
涞的几个问题之外。举例涡容易，但我无意树敌钻 4], 第1卷，第30页) e 当代 
另一个最讳大的数竽 家冯- 诺沪戋也告滅大家要提防这神"蜕化的危险”，但他汄 
为，“只要这 n 莩料处在有超常上乘 u 味者们的影响下' 这也没什么大不了 
([ m 7]， 第1糾页) a 人们很想知道 * 在我们这个"要么发表，耷么恨销 w 的时代 * “有 
起常上乘口味者们的彩响"是不是就足以拯教数学了》 
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是在搞数学，打那 W 后，你们就老在澄清概念，老在搞语言学* 
增加内容的活路一收场就全盘收场，有何不可？干吗偏要去上 
恶的无穷这个圈套呢？ 

缪，又是把数学跟语言学对立起来，別来那一套啦！老争 
这类问题，知识永远不会得益。 

伽马:“永远不会”立刻就要变成“立刻就要'我不惜一切重 
新翻出老问題来讨论。 

缪：可是，咱们钻死胡同已经钻到头啦 I 难道谁还有什么 
新鲜玩意儿可说不成？ 

卡帕：我想，我还有吧， 


9* 批评怎么能把数学真理变成逻辑真理… 

(a) 无限制的概念绷开破坏意义和真理 ， 

卡帕； 阿尔 发早已说过，我们的“老一套的方法”要导致恶 
的无穷。伽马和兰勃达坯之以牙，指望滚滚而来的反驳 iii 许有 
泯灭的財候。现在我们懂得反驳成功的机制是概念绷开，也就 
知道他们是白指望。拿任何命题来说，其中的术语永远有某神 
充分窄的解释使它成为真，■又有某种充分宽的解释使它成为假。 
哪一种解释是原定的，哪一种是非原定的，不用说，全看我们 
原先是怎么定的。前一种解释可以叫教条主义的、验证主义的 

寧寧年丰冬碎_呼，后一种则是呼琴丰冬啐、啩鈔哕荜專翠丰 

过’去阿’尔发称前者为约’定主义策略，们 i 出 
诸位嘲笑德尔塔对朴素猜想作了教条主义解释，随 


© 钶尔发其实没有公开用过这个技 蝥尔 踉的木语* 





; M 乂嘞矣阿尔 > 发分定 理# 了教条、主义解释。铈羞，械在貓丼会 
把佳藤述都驳倒，无论什么真陈述都留不下来的。 

， i 马: 且慢。我们曾经把“多面体”绷开，这话不假。但随 
后我们又把它撕破了，扔掉了。所以，正如派所指出的,“多面 
体”这个朴素概念茌定理中就不再餒面了。 

卡帕：可是，这时候你们又会动手绷开定理中的某个术语, 
某个理论术语。不会吗？你自己就打定了主意把“单连通面”绷 
开，好收容柱子上的圆和套圈嘛。你还暗示，敢不敢伸出脖子 
去博榑"可反驳者 w 的尊位，也統是敞开作反驳主义解释的大门， 
这是做孥问诚实不诚实的问題 P 但是，因为概念总能绷开，可反 
驳就畚味着 有反驳。这样一来，你就滑上一条无穷长的斜坡，把 

1个个定理都驳倒，而代之以吏“严裕的〃定理, HP 虚假性尚未“暴 

• • 

露*^的定理！可是，你始终赶不光虚假性。 

西格马：假使我们适可而止，从此釆取梭正主 义解耘 ，：寸 
步不离真理和表达真理的特定语言形式，又会怎么样呢？ 

卡帕， 那时候，你只好用怪物除外式的定义来抵挡概念_ 
开式的反例。因此，你又会滑上另一条无穷长的斜坡，被迫承 
认你的真定理的个个"特定语言 形式” 都不够确切，被迫在其中 
安插越来越“严格的 # 定义，叙述定义的是含混性暂未揭露的术 
语 j 可是， 

帖塔 (旁白 论就是要以含混性为生长的代 
价，那又有什么错呢？ 


①编 者按： 卡帕说含 谓性 不可免，这是对的 (有# 术语注定了是初始 的夂但 
，: -他认为这 m 永远能概念遝开”来炮鉍反例* 错了。按定义，有效的证 
;’明就是 这么二 神东而，不 _亨巧 年缚太 也永远造不 出反例。这就是说* 

' #管你可以随心所欲地■棚 4 开+描6看蛏性并不依赖它们的意义4拉卡托 
'■ 斯本 A 也指出过这一点，见本节0>)，又见弟2鞏第3节(讲得更涌楚 )* 





阿尔发；我给你讲过了，准确的概念和不可动摇的真理不 
住在语言里，只住在思想里 i 

伽马 t 我倒要难难你，卡帕。考虑到柱子之后，我们的定 
理成了这副模样:“对于所有带单连通面的简单对象，如果各面 

的棱终止于顶点， V - E ^ F ^ 2 \ 这个定理，你怎么用概念绷 

• • 

开法驳倒呢？ 

卡帕：我先回想定义项，把这个命題一板一眼地写全，然 
后决定绷开哪个概念 b 比方说，“简单”是指“移走一面之后能 
放在平面上绷开' 我就把“绷开”绷开。瞧瞧早先讨论过的那对 

共有一棱的孪生四面体(图 6( a ))。 它是简单的，它的面是单连 

« 

通的，但 V -石 十可见定理是假的。 

伽马 t 可是，这对孪生四面体并 f 是简单的呀 1 
卡帕 t 不用说，是简单的。不论^走哪一面，我都能把它 
绷到平面上。只不过到了临界棱的时候，我得小心翼異，沿着 
那条棱打开第二个四面体，别把那儿的任何东西撕破。 

伽马：可是，这并不是绷开呀！你是把那条棱寧疼一^或 

劈裂一成两条棱了嘛 I 你总不能把一点映射成两^:吧，因为 

« « 

• 佘土丨吗？你给“绷开”作約这种狹溢的教条主义解 
释，恐怕并哕常识哩。比方说，我完全可以想象一个正 
方形（图 24( a )) i ^ 两个套装正方形，只要把边界线绷幵就行 

□ 

即 i 



^ L19 



了（图 24( b ))。 象这样的绷开，你会只因为它不是“双连续一一 
映射、 就冠以“撕破”或“劈裂”的称号么？顺便说说，我不知 
道，你何以不把绷开定义成保持 V 、 E 、 F 不变的变换，就此一了 
百了？ 

伽马*行，算你又 贏了， 总之，要么我就不得不附和你给 
“绷开”作的反驳主义解释，去扩充我的证明或是另找更深刻的 
证明或是并入某条引理；要么我就不得不引进新的怪物除外定 
义。不过，无论是哪一种情况，我都要始终不渝地让我的定义 
项越来越清哳。为什么不会到达这样一步，术语的意义清澈如 
晶，以致命题只有单一的解释？ 2+ 2=4正是如此 # 这些术语的 
意义丝毫无弹性，这个命题的真实性丝毫不容反驳，千秋万世， 
显示着理性所固有的洞烛真伪的能力 6 

卡帕 t 混淆是非的能力！ 

伽马： 有本事，你就绷开。 

卡帕 t 这简直是儿戏！在某些情况下，二加二得五。假定 
我们想寄两样物品，各重二磅> 我们把它们装在一只重一磅的 
厘子里寄！那么，按这样的包装法，二磅加二磅就得五磅 I 

伽马： 但是，你是把三个重量相加才得五磅的 t 2加2再 

« * 

加1! 

卡帕：不错，我们的运算 “2加2得 S ” 按原定涵义不是加 
法。 但是，给加法的意义来个简简单单的翊开，就能使这个结 
果生效。朴素的加法是包装的一种很 特殊的 情况，其中覆盖材 
料的重量为零。这条引理，我们也得当作一个条件插入猜想。所 
以，我们改进了的猜想该是： # 对于<不添重量的1卩法,2 + 2 = 
4”。①一整部代数史就是一系列这样的概念绷开和证明绷开呢* 

①菲利克斯[1妨7]，第9页* . 
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伽马 t 我看你把“绷开”搞过头了点*下一回，你该把“加” 
解释为“乘％说这也算反驳啦！要不然，你就该把“所有多面 
体都是多面体”里的“所有”解释成“没有”啦!你是把“概念绷开” 
概念绷开了！我们一定要划清绷开得合理的反驳跟绷开得不合 

•»«•■** * n 4 * ^ 

$的反驳的界线才行。决不能允许你随兴之所至绷开你相中的 
任何概念。 

我们必须用清澈如晶的术语把反例概念扣得准准的 t 
德尔塔> 连伽马也变成怪物除外者了，他现在想给概念堋 
开式的反驳下个怪物除外式的定义了。 令举 不令學 f 軍牵增亨 

自己所云何意的能力等于零，所以我们的证明能力也等于零呢？ 
如果你想叫数学有意义，只好出让确实性。如果你想要确实佺， 
就别讲究有意义 & 两头都要可不行，寒呼巧亏印哼嗶唯-诨睁 

伽马；照这么说，你最后这 S 话也能被驳倒，而且你心里 
是明白的。 # 怀疑派不是言行一致的人的宗派，而是撒谎者的宗 
派 

卡帕< 谩骂，这就是理性最后的防身武器！ 


( b ) 缓和的概念绷开能把数学真理变成逻辑真理 

粘塔 V 我看还是伽马说得对，划清合理的与不合理的概念 
绷开的界线确有必要。因为，概念绷开已经明明变了质，从温 


①伽马要求给“反例"下个滑敝如晶的定义，这无异于雯求元语言中有淸澈 
如晶的无弹注概念作为合理讨论的一个先决睪件。 

③ H 诺德和尼料尔[1724]，第 XX— 
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初的合理的活动变成过激的不合理的活动了二 

原先，批评的目标全集中在给丁个靖卑概念徉孥寧矽绷开 • 
一定是荦孿哕，所以我们才无所察+觉’果绷开的露了， 
就不会有人承认这算合法的批评了。目标是集中在 t 个，牢概 
念上的。这可以举我们那些不算太繁的全称命题为 i 果命 
题写成“所有 A 是批评不外是指找出一个轻微绷开了的 4( 例 
如我们的“事兩坪”)而它不是 s (例如我们的“哆荜哼”)。 

可是，+卡‘+从两方面把这种批评加剧了。第一是把 f 尽了' 
个命题构件置于概念绷开式批评的攻击之下。第二是把概念绷 
会从颇有节制的秘密活动转为槪念的兮莩準，如把“所有”变 
形成 A 沒有 之类 a 到这个份儿上 • 受攻击的术语的任何有意义 
的 翮译， 只要能叫定理变假，都算是反驳。今后我想采取一*神 

说法 t 部早了命琴申作佇 a ， 〜，，.乎亨尽翠，呼冬 卒窄哼 f ' 
毕舉‘ 。①’ 这类命题是一个漫 i 的批评-玄想过 

—个过程，一部分术语的意义负荷才全部: 
转移到了其余术语以及定理形式上。 

好了，卡帕的全部髙论不外是说，，没肴 一+ 命题相 对于仓 
的 m 亨构件是逻辑上真的。但是，相对于荸荸构抨是逻 辑上真 
的▲‘总述可以有的。既然如此，那就只了可翱开的新构 
件之后，才能够给反驳的洪流重开 ft 门。倘若硬要一干到底，只_ 
好滚进非理性主义了事，但是不必。那么，界线该划在哪里呢? 大 
可划出在批评中首当其冲的那一部分构件，只准对这些构件搞 
概念绷开。逻辑上真不真不取决于它们的意义。 

西格乌:：可见，我们终究釆纳了卡帕的见解 r 真不真至少 

①这是波尔査诺逻辑真理定义的一个略经改写的翊版（[奶 37 ]，§1打)。为什 
么波尔查诺在十九世纪三十年代提出他的定义，还是 个谴。 辨型概念是十九世纪数 
理哲学中嵌伟大的革新之一，他的工作把它搀前了，所以格外是个砵* 





不取决于華 f 术语的意义 1. 

帖塔 I &得对。不过，如果我们想击败卡帕的怀疑主义，避 
开他的恶的无穷，那么，一到概念绷开不复为生长工具而沦为 
破坏工具的节骨眼儿上，我们就非住手不行了。这时候，我们 
也许得追究追究，哪些术语的意义不能绷开，否则必以破坏基 
本的合理性原则为代价了 

卡帕：你这套批判理性论里的概念，许不许我们绷开呢?莫 


非它是明明真的，表述它的术语都是不可绷开的精确术语，无 
需乎定义不成？你的批评论的下场会不会是“以一厢情愿为退 
路”，就是说，—切都可批评，唯独你的批评论、你的“元理论” 
最例外?® 

欧米伽(朝着易卜西隆) t 我不欣赏这种从真实性转到合理 
饯的权宜之计*合 f 萌理性呀！我觉得约定主义在渗入。 

倍塔，你在说 i 什么啊？我理解帖塔讲的概念绷开的“温 
和模式' 我也理解概念绷开可以对不只一个术语实行攻击。当 
卡帕把 B 绷开”堋开或伽马把“所有”绷开的时镔，：我们韩目晴了 


® 十九诅纪的数学批评把越来越多的概念绷开了，把越来越多的术语的倉 
义负荷抟嫁到了命题的逻辑形式上，转嫁到了少数（当时尚）未绷开的术 i 吾的意义 
上*二十世纪三十年代/这程似乎馒下来了，可绷开 的术语 术语)与不 
可绷开的术语 r 描述"术语）之间的分界浅似乎稳定下采了^大家訧一份只含有少. 
数逻辑术语的清单达成了广泛的协议，这才有可能给逻辑真理下一个泛泛的定义： 
至此，逻辑上真不真才不再是“相对于”顾此失彼的构件清单了* (参见塔尔斯基 
[1935] fl > 然而，塔尔斯基觉得这种分界费解，疑心他会不会最后还是得回到一个 
相对化的反例概念，因而回到一个相对化的逻辑冥理概念一免波尔奎诺的概念 
—样，顺便提一句，塔尔斯基不知道有那回事 （第 420页这方^晟有趣的结果是 
波昔尔的 [1 M 7 —1叫&],由此可以推定，苒铒弃更多的逻辑常项 榦不能 不放弃食理: 
讨论的某些基本原則。 

® M 以一廂情愿为退路是巴特利的用语 E 1962] a 他主要是从宗教知 识着眼^ 
研究是否可能给批判理性主义作合理辩护的闰不过 ，从孕 f 知.识;着’限，发问模 
式太体是棺同旳 I ’ 
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这种情景…… 

西格马< 伽马绷开的分明是单连通”嘛！ 

倍塔 t 才不是哩！ 单连通”是个缩写，他只是把出现在它 
的定义项中间的“所有”这个术语给绷开了。① 

帖塔：言归正传9使你反感的是 # 公开的”过激的概念绷开 
吧？ 

倍塔：是的。没人会承认这种牌号的反驳是真正的反驳!我 
很明白，派所揭示的靠温和的概念挪开进行助探批谇的趋势，是 
数学生长的一种最最重要的推进力 * 可是，数学家永远不会接 
受这种野蛮的反驳形式！ 

教师 ； 你错了，倍塔。他们与琴接受了，而且他们的勇于 
接受还成了数学史上的一个转折汰哩。 

命麥擎了攀学亭寧輝傘，疼擎了窣‘‘，莩孪了苹学丰 

③可是\我们的讨论现 i 也该暂告一段落了 a 这+新“ 
段，我们改次再议。 

西 格马： 可是，那岂不是什么问题也没解决？我们甲李不 
能收场。 

教师，我深表同情。这个最新阶段对我们的讨论会有一些 
重要的反馈。③可是,科学探究总是“始于问题，终于问题 
(离开教室。） 

①伽马事实上是想从“所有”身上移掉一点*夂负荷，使它不再只适币于非 
空类 。 从“所有”的意义中移摔“存在含义％借此使空集由怪物转化力普通的赛 t 
阶级集合，这种有节制的绷开蜞称一件要事，不仅关涉到给亚里士多德逻辑重 
未系式集合论解释，也关涉到_‘空洞 满足" 这个概念在数学讨论中浮孩 U 

@批评、反例、推断、声理、证明等概念不可分膈；当它们起变化的时侯， 
最先变的总是批评概念，然后别的酜念才跟着变， 

…© — _ 见痃士 托斯 C 1 坏 - 
④波普尔 [1963 b ], 第968页， 
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倍塔： 可是，我一开始什么问题也没有 I 现在，我 学了问 
题，什么也没有1 ' 
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第二章 
编者引言 

前文提到了笛卡儿=欧拉猜想的庞卡勒证明。在拉卡托斯的 
If 士论文里，以讨论欧几里得数学方案的正、反论据作引子 t 洋 
细考察了这个证明。这场讨论，有些部分被拉卡托斯编进了第 
一章(例如，见该章第5节 ( d ) 和按语)，别的也改写成“无穷回拥 
与数学基础”的若干段落了（拉卡托斯[1祁2])。所以，这场作引 
亍的讨论，这里一概从略。 

欧几里得纲领企图给数学配置用一清二楚的术语叙述的千 
真万确的公理。它的鼓吹者是易卜西隆。易卜西隆的哲学受到 
挑战，但教师提醒大家，向他挑战最爽快的办法是要他铪笛卡 
儿-败拉猜想拿出一个满足欧几里得标准昀证明。易 h 西隆应 
战。 

1* 把猜想翻译成向量代数的“一. 

_了然”的术语*翻译问题 

易卜西隆：我接受挑战。我要来证明，所有带单连通面的: 
单连通多面体都是欧拉的。 

教师，对，以往的课上我陈述过这个定理。 

易 K 西隆 劈已经 指出过7；,必须先找到真理，年好证明: 

'1绅 • 



真理 > 我可一点也不反对用你们的多证多驳法作为发现真理的 
方法，但你们的终点正是我的起点。你们在哪里停止改进 ，我 
就在哪里开始证明。① 

阿尔发 t 这个长定理里到处是可绷开的槪念。我可不信， 
我们会觉得它不容易驳倒。 

易卜西隆：你们会觉得它不可能驳倒。我要把每一个术语 
的意义都扣得死死的。 

教师：往下讲吧。 

易卜 西隆： 首先，我只用尽可能清晰的概念。有时候也许 
我们是有能力把极其精密的知识推广，连什么光学照相机、纸 
和剪刀、橡皮球和气筒也给包罗进来。但是，号1牟该忘掉这些 
玩意儿了。不用说，即使这些五花八门的工具全 + 部用上，旱學壤 
也是达不到的。我们以往一敗再败，据我看，根子就在 i+s 
多茴体的质朴本性背道而驰的方法。华而不实的想象，唤出这 
种种工具各显神通，其实全然走偏了方向。它所引证的尽是外 
在、偏远、偶然的成分，都跟多面体的本质配不上，畋在某些 
多面体手里也就无足为怪。想得到完善的证明，就一定要对所 
用工具的范围加以限制。⑤这是因为，这种华而不实的想 象使苹 
寧 g 太难到手了。既然要倚赖橡皮、透镜等等的性质，引理& 
ii 性是难于有保证的。剪刀、气筒、照相机和诸如此类的工 
具，理应放弃，因为，“要理解一个问题,必须从一切多余的因 


① 了解证明程序有助探价值的欧几里得派学者，易卜西隆大概要算硖天荒 
第一个了。一直到十七担纪，欧几里得派才承认柏拉图的分析法是助探方法；但稍 
后又用碰运气和（或）凭天跋取代了它。 

② 作证明分折时，对“工具” 没什么 限制。我们能够用任何引理、任何概念。 
在任何生长替的非形式理 论里， 解题是“能捞就捞"的事情，所以这么说总是对的。 
在形式化理论中，工具在理论的语法里全数先行规定。在理想情况(有判定程序 
解题只是例行的仪式 * 





素中把它提取出来，让它尽可能简单％①我来给我的定理②和 
我的证明作一番清洗，去掉所有这些东西，只许它们谈最简单 

最易懂的东西，®就是顶点、棱和面。由于这些术语的意义决不 

» • 

会引起分歧，我不下定义6任何有一丝一毫模糊性的术语，我 
自会用一目了然的“初始”术语来定义 

很清楚，已有的一切证明里，专用引理无一是显然 真的; 它 
们都只是象 # 所有多面体都能吹胀成一只球 # 之类的猜想而已* 
现在呢，“按我的要求，不论哪一种猜想都不准进入我们传达事 
物真谛的判断之中我也要把猜想分解成一些引理，但这些 
引理不复是猜想，而是*^直觉”，也就是“一顆纯洁专一的心仅凭 
理性产生的无犹豫的见地， ® 这类 A 直觉”的例子是*吊帘字® 

呼亨毕部有 f 卓。至于多面体是立 
面我 i 都杀提/这些是含混概念，对达 
到我们的目的也根本是多余的。在我看，一个多面体不外是三 
个集合组成的： k 个顶点(称为 p % 的集合， e 个棱 

(称为巧，…的集合， f 个面(称为 p 〖, p ?, …， p ;) 的 
集合。为了刻划一个多面体的特征，还需要某种表告诉我们哪 
些顶点属于哪些棱、哪些棱属于哪些面 * 这些表，我要称之为 

伽马： 我让你的多面体定义搞得有点奠名其妙。首先 ，你 

①这是笛卡儿 [162 S ] 规则 XIII 里的话， 

@不可忘记，定理是证明分折的孕.，，却是欧几里得式证明的斤，*在畎几 
里得方法论里没有獐想，只有定理。 * 

③ 笛卡儿 [ 1628 ], 规则 IX 。 

④ 帕斯卡的定又规则（[1659]，第 596— 597页）： w 凡是一目了然的现成木序， 
不要下定又。凡是有一丝一毫模糊性或多义性的术语，不准不下定义。在木语的定 
义里，只使用一目了然或作过解释的词， 

⑤ 笛卡儿 [1&2 U , 技則 m 的按语* 

⑥ 同上》 
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到底费丁点心思去给多面体概念下定义，所以，我论定，你弁 
不认为它是完全一目了然的。可是，既然如此，你又从何而知 
你的定义该这么下呢？你用“一目了然’/的面、棱、顶点概念给 
模糊的多面体概念下了定义。可是，你的定义——即多面体是 
顶点集加棱集加面集加关联矩阵——显然没能抓住直觉的多面 
体概念。例 I 如，你的定义蕴涵着任何一个多边形都是多面体，因 
为*比方说，一个多边形跟一条在它身外逍遥的棱凑在一起也 
算多面体嘛。现在你只好在两条路当中选。你尽 可说， 数学家 
才不过问他的专门术语的流行意义哩+数学上的定义创造数 
.学上的意义'①在这种情况下，给多面体下定义就是把老概念 
根本删去，用新概念取而代之。可这么一来，你的“多面体”即 
使跟真正的多面体有一点点相似，也纯属巧合。研究你的乔装 
多面体，得不到什么有关真正多面体的可靠知识，另外一条路 
是抱定主意，说定义是澄清，是使本质特性由隐而显，是一种 
翻译，或者说，是一种把术语纳入更清晰的语言的保义变换。在 
这种情况下，你的定义就成了猜想，可以真，可以假。既是从 
含混术语到准确术语的翻译，你又怎么能说它肯定是真的？ 

易卜西隆：我承认，你的批评叫我吃了一惊。我原想你也 
许会怀疑我的公理是绝对真理，我原想你也许会追问这样的先 
验综合判断怎么可能，我也准备好了若干反论据/我却没料到 
你会从定义这条路线发起攻击。不过，我琢磨着，我会这么回 
笞； 我怎么得到我的公理，我就怎么得到我的定义，还是凭直 
觉。这两样东西实在是换汤不换药 I 你可以把我的定义看成补 
充公理 ，© 你也可以把我的公理看成隐定义®，反正它们都给出 

①坡亚 [1945], 第81—》2页。 

® “定义是一个有关本质的不可证明的陈述"（亚里士多德： <后分析篇*， 
S4a) 3 

③日果内 
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吉关术语的本 成％ 

教师：哲学谈够了 1还是让我们看看茈明吧。我木喜欢你 
的哲学，但仍然可能喜欢你的证明。 

易卜 西隆： 行。我要先把求证的定理翻译到我的简单之极、 
清晰之极的概念框架中去。我的专用不定义术语是，顶点、棱、 
面、多面体。有时候，我要把它们叫做零、一，二、三维的多 
胞形 ®, 或简称0胞形、1胞形、2胞形、3胞形 # 

阿尔发：可是，仅仅十分钟之前，你还用顶点、棱和面给 
多面体下过定义哩！ 

易卜西隆：当时我搞错了。那个“定义”是不知不觉的过早 
之言。我傻呼呼向前赶，一跃而落入了妄断。真的直觉、真的 
解释总是慢慢成熟的，洗净灵魂中的猜想总要花时间。® 

倍塔； 刚才你提到过你的某种公理 ，如： 面都 f 棱，換言 
之，每个面都有属于它的棱。“属于”算不算另一个^始术语 

• 睿 

呢？ 

易卜 西隆； 不算。我只登记有关理论的专用术语，在当前 

« ♦ 

就是多面体理论的专用术语，不登记底层理论趵逻辑、集合论、 

4 # 

算术术语，而假定大家熟悉之极。还是让我往下讲讲"单连通” 
这个术语吧，不言而喻，它不是绝对清晰的 & 我先定义多面体 
的单连通性，再定义面的单连通性 > 先看多面体的单连通性,这 


0> 这些术语能用单个一般抽象术语作统称 * 是施赖夫里发现的（[技52]〕。 
他称它们力“多 概型％ 李斯丁 [1 S 61] 则称之为 H 库里安但把这一概括向三维 
以上作推广的是施赖夫里。 

* 原文 curian ， 是李斯丁根据拉丁文生造的，意同 41 多胞形％感谢本书英文 
版编者沃勒尔教授帮助 解疑。 ——译者 

© _‘为区别起象平时那样将人类理性应用于自然界问題而得的结论，我 
称作对自然界的过早之言（这种东西是急躭的或早熟的>。理性有根据、有条理地 
从事 才称 作对自然界的解释”(培根 [1620], XXVI )* 
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其实是一大 m 话的缩写：一>多面体叫做单连通的，如杲 (1) 所 
有封闭的不带回路的棱系统都有一内部与外部， （2) 只有 一个封 
+ m 的不带回路的面系统把多面体的内部与外部隔开 6 这句话里 
到处是相当含混的术语，如“封闭的”、 a 内部外部”等等。但 
是，所有这些术语，我都要用一目了然的术语来定义 * 

伽马，你已经把吹胀、切割之类的力学术语驱逐掉了，以 
为不 足信； 现在，连封 m 性这样的几何术语，你也要当废物扔 
: 进海里。我看你的清洗热未免过火了。 a 封闭的棱系统=这个概 
'念 清晰之极，无需乎定义。 

易.卜西隆,不，你错了。‘肯把星状多边形叫做鉍 闭的棱 
系统吗？也许你肯，因为它没有一个端点不是被捆住的。可是， 
它并没有“围出”任何有良定义的面积，而有些人所谞的 f ‘ 封闭的 
棱系统 s 也许正是指这样的棱系统。所以，你总得拿个主意^不 
是 这样，就是 那样， 你总得说说自己是怎样决定的。 

伽马： 星状多边形也许不是有界的，但显然是_@呼。 

易卜西隆：据我看，它既是封闭的又是有界的。 i ▲是_ 
/摆 着的，不过我还要拿点更进一层的证据。我裉想知道 * 你肯 
不肯说七面体是封闭的面系统，而且是有界的？ 

伽马： 我从来没听说过七面体。 

易 h 西隆：这是一种相当有趣的多面体，因为它是单侧的 # 
它围不出任何几何立体，不能把空间隔成两个部分，一是内部， 
—是外部。拿阿尔发作个例子，他不是以“清哳的几何直觉为 
向导么，前不久他说过，一个封闭的面系统 # 如果是多面体内 
部与外部之间 的界' 便是在定界。我不知道，他想说七面体的 
表面不在定界呢，还是想见识一下七面体之后改变他的“定界 
系统的概念？既然如此，我极其冒昧地恭请足下赐复 t 一目了 

# « 4 

| 的概念能够被经验所改变吗？不能够吧。所以，"封闭的'"有 

、 i 3 i . 



养的”#非完全一目 T 然。所以，我才宴给它们下定义， 

帖塔 * 画画七面体。我倒想领教领教它的尊容 a 
易卜西隆：行。我先画一个大伙熟悉的普通八面体（见图 
25). 现在,在它的对角线绷出的平面上，我再添三个正方形，例 
如 AfiCD 就是其中之一(图 




图25 田筘 

德尔塔 t 正正派派的多面体，我会指望它的棱上只有两个 
面相交的。这儿偏偏有三个。 

易卜西隆：别急嘛。为了迎合你这项要求，我这就要移走 
四个三角形，从图形的前一半，我把左上猢的三角形和右下侧 
的三角形移走 & 从图形的背后，我把左下侧的三角形和右上侧 
的三角形移走 U 这时，只剩下图内有阴影的四个三角形了（图 
27®)。于是,我们得到一个图形，由四个三角形和三个正方形 
组成。这就是七面体②它的棱和顶点是八面体原来的棱和顶 
点。八面体的对角线不是我们这个图形的棱，而是它的自交线。 
我可不很看重几何直觉。我的多面体偏巧不能那么服貼地嵌入 
三维空间，这是事实，但我不很感兴趣。这个事实，我的七面 


①图27是根据希尔伯特和康福森 [1932] 重画的 • 
< D 由赖困哈特发现(见 [ U 85 L 第114页）， 
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体的关联矩阵不予体现 。 （顒便说说 * 七面体可以恰到好处地嵌 
入五维空间而不自交。>® 

现在问 t 七面体的表面在定界吗？如果你的定义是* 一个 
表面在“定界 # 当且仅当它在分隔有关多面体的内部与外部那种 
涵义上是该多面体的界，那么回答梗是“不”。反之，如果你的 
定义是 I 一个表面在定界”当且仅当它在包括多面体的一切面 
那种涵义上是它的界，那么回答便是“是' 你瞧瞧，你非给“定 

界 # 下定义不坷，你非给 B 界”下定义不可。这些概念，在没动手 

* * • 

调査千姿百态的多面体之前，仿佛是有人人熟悉的 味道* 可是， 
经过一段调査，原来的粗槠概念破裂了，呈现出了某种精微结 
构。如此看来，你一定要小心翼翼地定义你的概念，以便弄清 
自己穸竟是按哪种涵义 在用。 

卡帕；如此说来，你一定要对进一步调查的_动议行使否决 
权，以免进一步破裂！ 

教 师：易 卜西隆，别听卡帕的。总的说来，反驳、抗辩、批 
评是稂重要，但也只在导致改进的时候才重要。单纯的反驳箅 


® 狄克最先察觉 单侧性 还是双侧性与空间维数无关。见他的[1888]，第 

页， 
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不丰哮单纯的批评，即令 芷确， 也没有无上权威， 否则页 
使数学停止发展，狄拉克也不会找到肯收辑他的文章 
的编者了。 

易卜西隆：别耽心。卡柏的刁难没打到点子上，我当下就 
抛在脑后了。我现在继续来给我的术语下定义，把样样东西都 
翻译成我那几个专用初始术语，即各种多胞体和关联矩阵。我 
从定义“界 B 入手 e —个胞形的羿就是按关联矩阵属于它的 (fc - 
1) 胞形之和。我要把胞形之和叫做 fc 链。比方说，多面体的 
表面(或它的任一部分)本质上是2链。一条 ? c 链的界，按我 
的定义，是属于那条 fc 链的 ( fc -1) 胞形之和，不过 * 我不取普 
通的和，而取模2韵和。这意味着以下等式成立， 

4 

0 + 0~0» 1 + 0 = 1* 0十1=?1，1 + 1 — 0* 

你们必须懂得，这才是链的界的亭串冬。 

倍塔： 稍停片刻。你这些 “ fc 维 bii ”， 我可不容易跟 
让我就着例子，大声想想是怎么回事。①比方说，■一个面的界， 
按你的定义，是属于它的棱的集合。现在，如杲我把两个面并 
成一个，公共的界就不含它们共有的棱了。所以，把各棱相加 
的时候，我会把成对出现的棱删去。比方说，取两个三角锻(图 



图 2 S 


® 编者按，大声想想”是拉卡托斯式 英语的 专门术语^ 
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2 S ). 第一个的界棊 c + d + e ， 第二个的界是 a + b + e , 它们并成 
a + b + f + 0 + (! + 6=^ + & + (； + 1^@5在我明白你为 
什么要在定义里引进模2的和了。请接着讲吧。 

易卜西隆：我已经用一目了然的术语定义了“ 界、 现在来 
定义*封闭性' 以往你们不是只好凭浑沌的顿悟行事*就是只 
好分门别类定义封闭性，先定义棱系统的封闭性，再定义面系 
统的封闭性。现在，我让你们看看，有一个适用于任何链的 
—般封闭性概念，不管 fc 是什么。我要把一条&链叫做封闭 
链，简称环道，当且仅当它的界是零。 

倍塔：稍停片刻> 让我瞧瞧*普通的多边形凭直觉看是封 
闭的，果然，按你的定义也封闭，因为它的界是零，这是由于， 
每个顶点在界中出现两次，在你的模2代数里该得出零 。普通 
的简单多面体是封闳的，它的界叉是零，这是由于每个棱在界 
中出现两次。 

卡帕(旁白）：易卜西隆一“顿悟 & 就"豁然 开朗” 的亊情，倍 
塔倒得下大力气才核实得了！ 

易卜西隆：下一个需要澄清的 术语* “定界”。如桌‘条故 
环道是某条 ( fc +1) 链的界，我就说它在定界。比方说，球性多 
面体的“赤道”是在定界，环性多面体的“赤道”则不是。在后边 
这个情况，现在要是还存二心 * 说它在给“整个”多面体定宑， 
就不许可了，因为无所谓整个多面体的界。现在，比方说七商 
体在定界，就绝对清楚了。 

倍塔 t 你说快了点儿，不过似乎是对的。 

伽马，你能证明任何在定界的 fc 链都是一条环道吗？你只 
给环道下了“定界”的定义，而你本来可以一般地 给磕下 那个定 
义的。你只下有限定义的理由，想必就是有这个潜在的定理 
吧 * 1 
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易卜 西隆： 说得对，我能证明那个定埋。 

伽马；还有一点要质疑。有些链是环道、有些环道在定界， 
在我看来，都说得过去。不过，我想，正正派派的 fc 链的界总 
该是封闭的。比方说吧，我决不会承认缺了 m 的立方体算多面 
体》我也决不会承认缺了一条棱的正方形算多边形。你能证明 
任何 fc 链的界都是封闭的吗？ 

易卜西隆；我能证明任何 fc 链的界的界都是零吗？ 

伽马 t 说的就是这个话嘛！ 

易卜西隆：不，我不能。这是千真万确的。这是一条公理4 
这无需乎证明。 

教师：往下讲，往下讲呀 I 我敢说，你这会儿能把我们的 
定理翻译成你那些一目了然的术语了。 

易卜西隆 t 是的 & 简言之，译出的定 理是； b 所眘事萌贫， 

专用籴语、多 ii ” 

i 定义》“环道”和“限+界％我已 kk — 目了然的术语定义过 
了 & 

伽马：至于面的单连通性，你已经忘记还有那回事了。你 
只薄译了多面体的单连通性哩。 

易卜 西隆： 你错了。我要求@弯环道都应当在定界，足见 
连0环道也不例外。我已经把“多面体的单连通性 s 翻译成“所 
有1环道和2环道在定界％把“面的单连通性”翻译成“所有0 
环道在定界”了。 

伽马： 我听不懂你的话6什么叫0环道？ 

易卜西隆 t 0链是任何的顶点之和。0环道是任何的其界为 
零的顶点之和。 

伽马 I 可是，什么叫顶点时界呢？总没有 -1 维的多胞形 
吧 I 
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易卜西隆 I 当然有的。不如这么说吧 * 有独一个，就是交 

集。 

伽马 * 你疯啦！ 

阿尔发：他也许没疯。他是在引进一项约定。我倒不在乎 

他采取什么概念工具。还是看看他的结果再说。 

易卜西隆：我才不使用约定，我的概念可不是什么 # 工具％ 

空集就是 -1 维的多胞体照我看，它的存在肯定要比你的狗的 
• * 

存在更显而易见。 

敎师：别搞柏拉图式的宣传！讲讲淸楚你的“定界的0环 
道”是怎么把“单连通面 9 给翻译出来的。 

易卜西隆，你们一旦明白了任何顶点的界都是空集，其余 
就都不在话下，按我早先的定义，一个顶点的界是空集，但根 
据模2代数，两个顶点的界是零 & 三个顶点的界又是空集，依 
此类推，所以，成偶数的顶点就是环道，成竒数的顶点就不 

伽马，所以，你要求0环道应当在定界，本意不外是要求 
任何两个顶点必须是在给某条1链定界，或者用普通语言来说， 
不外是要求任何两个顶点必须由某一棱系统联结。不用说，这 
就把环形面排除掉了。这倒的确正合要求,只是按照我辈俗例， 
这条要求叫做“各面自身的单连 通性' 

易卜 萌隆： 你怎么也否认不了，作为反映多面体亨枣的阜 
筚语言，我的语言第一次说明，先前互不联结、各自 mi、M 
&失彼的各种准则有着根深蒂固的本质上的同一性！ 

伽马(旁白 ）： 我怎么也否认不了的是我百思不得其解 I 在 
通往这种“自然的简单 性”的 遣路上非得乱七八糟地布满如此复 
杂的玩意儿，这才真叫稀奇。 

阿尔发：让我检査一下我理解得如何。你是说，所有的顶 
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点部有同一个界，就是空集？ 

易卜西隆 t 对。 

阿尔发，那么，我料定，“所有的顶点都有空集”照你看也 
是一条公理，跟"所存的面都有棱”或"所有的棱都有顶点 ”一模 
一样6 

易卜西隆 * 对* 

- 阿尔发：但是，这几条公理决不能等量齐观呀！头一条是 
约定，后两条必然真！ 

教师；定理已经翻译好了。我盼望能看看证明 & 

易卜西隆 ：立刻 就证,老师。请允许我稍微改一下定理的表 

述，改成:“坪弯李辱修，印學亭屮吁導夸孛孕吁寧寧令， 

欧拉的' ^ ^ 

， * f 

教师： 证明吧， 

易卜西隆 * 立刻就证，老师。我还要把它改个说法 。⑦ 
倍塔： 你倒是安的什么心啊？你的术语，凡是有一点儿摸 
糊的，你都已经翻译成一目了然的术语了嘛 I 

易卜西隆：这话不假。不过，我就要作的翻译是很别致 
的 & 我要把我的全套初始术语翻译成另一套还要基本的初始术 
语。 

倍塔，如此说来，你的一目了然的术语还有甚了然与不甚 
了然之分喽 I 

教师，倍塔，别一个劲儿刁难易卜西隆！全神贯注，看他 
在干什么，别管他怎么解释他在干什么。往 T 讲，易卜西隆。 

易卜西隆：如果更仔细瞧瞧我方才给定理作的表述，就会 
看出，这个定理讲的是关联矩阵所决定的某些向量空间的维 


①“你能把问题改个说法吗？你能用个不同的方式來说吗 t ” (坡亚 U 945]， 封 

里。） 
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数 


倍塔：什么？ ^ 

易卜西隆：瞧瞧我们的链概念吧。比方说，一条1链就是 
这么个东西 * 

+ x 2 6^ +**♦-!- X £0 石， 

此处匕… ，和是 E 个棱，〜 々，… ，郎或是0或是 u 

容易看出，1链形成模2剩余类域上的 E 维向暈空间。泛言 
之， fc 链形成模2網余类域上的队维向量空间 （ JV * 代表 fc 胞形 
数)。环道形成链空间的子空间，而定界环道又形成环道空间的 
子空间 & 

可见，我的定理其实是“卽學可寧李呼亨军序可寧辛哼苹 

减去丨 加上？ 

mmmT 2 \ 定理质。… * 

* 教师：我喜欢你这个表述，这么一改，果然把你那些筒单 
工具的本性显出来了。你的确没有食言 3 毫无疑问，你琬在要 
用向量代数的筒单方法来证明欧拉定理了 # 让我们看看你的证 
明吧。 


2. 猜想的另一种证明 


易卜 西陸： 我把我的定理分解成两部分第一部分是 说:环 
道空间与定界环道空间重合，当且仅当，它们的维数相同。第 
二部分是说 | 如果环道空间与定界环道空间同维，那么，0链空 
间的维数碜丰1链空间的维数坤± 2 链空间的维数等于 A 
教师 t i 一部分是向量代 i 的平淡的真引理。证明第二部 

易卜西隆《再容易不过丁，我只需要回想一下其中概念的 







^ ABCD 

BCD 1 

ACD 1 

ABD 1 

ABC 1 

现在，借助于这些矩阵，就可以轻而易举地刻划环道空间 
和定界环道空间了。我们已经懂得，链实际上都是向童 

①“在心里用 定义去 置换你要定义的东西"(帕斯卡[1肋 9 ])。“回頋定义"（试 
亚 [1945], 封里和第 S 4 页）* 


定义就行了。①先写出我们的关联矩阵 • 比方说，看看四面体 
ABCD 的关联矩阵,假定它的棱是 AD ^ BD ^ CD ^ BC ^ AC ^ AB , @ 
是 BCD、ACD、ABI>、ABC。 矩阵内的值是咕=1或0,依 Pi— 
属于^或不属于 JH 而定。所以，我们有如下几个矩阵 * 
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现在我们把叶胞形的界定义为 

2畎 

• at 

(这只是用符号改写老定义，下面所有的公式都是如此链 
的界则是 

i J 

于是， fc 链2^>5是环道，当且仅当 

(1) 对每个 v 

&链是定界 fc 环道，当且仅当它是某 ( fc + 1) 链 

的界，就是说，当且仅当存在若干系数 = …， D 便 

得 

( 2 ) 

可是，显而易见，环道空间与定界环道空间相同，当且仅 
当它们的维数相间，就是说，当且仅当个齐次线性方程 (1) 
的独立觯数的秩等于非齐次线性方程 （2) 的方程组的独立解数 
而根据众所周知的线性代数定理 * 前一个数是乂-九， 此处以 
是 I 咕丨 跗秩； 后一个数则是 P* + ,o 

总之，我需要证明的只是 I 如果队那么 V-E 

+ F=2, 

兰勃达：或者说，“如果沁=队+仍 +1 ，那么队-% +凡= 
2' 凡是某些向量空间的维，仍是某些矩阵的秩。这个定理讲 
的不再是多面体了，而是某多维向量空间集了。 

易卜 西隆： 我看出来了，你才睡醒 u 你打盹的那会儿，我 
分析了有关多面体的种种概念，说明了它们是向董代数 
概念，我把一整批涉及欧拉现象的观念翻译到向量代数中去了， 



从而 _了 它们的本质。这会儿我证明的当然是向量代数中的， 
一条定理，向量代数才真是清晰而分明的理论哩，术语都是一 
目了然的，公理都是纯净和毋庸置疑的，证明也都是纯净的、毋 
庸罝疑的。比方说，咱们争执不休的老定理在其中便有了平淡 
无竒的新证明， 你瞧： 如果队 那么仏 产 
h + Pl-Pl + 内+内 == 内+内+ 1=2。现在谁还敢怀疑这 

个定理的确实性?就 这样， 我确凿无疑地证明了欧拉的引起争 
议的定理。① 

阿 尔发： 可是，易卜西隆，你瞧这儿 （ 如果我们采纳一项 
针锋相对的约定，说好顶点算是无界的，那么，.以四面体为例，. 
矩阵栌就成了 

^ A B C D 

0 0 0 0 

轶〜也就成了 0,结果 V -£ + F = p 0 + p 3 = l 。 你不觉得你的 
“证明”过分倚赖约定吗？你不是为了拯救定理才选中你的约定 
吗 r + 

易卜西隆：我给办立的公理可不是什么“约定、 P fl = r 在 
我的语言里有实实在在的意义，就是每一对顶点都在定界 * 也 
就是说棱的两络是连通的(环形面因此被排除在外)〗“约定”这 
个用语是十足的张冠李戴。对于带连通面的多 面体, 如=1才是 

真的，内=0必是假的。 

# * » 

阿尔发：哼。你倒象 是说内 和内= 0都刻划向量空间里 
的某种 结构，差别只是 h = l 在带单连通面的多面体里有一个 
实在的模型，另一个约定却没有这样的模型 * 


①这个证明出自庞卡勒（见 [1 S 99 ]H 
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^ 关宁迪明蕞终性的几点疑问.翻谇工序,. 
本庚主义与唯名主义定义方案的对立 

教师 t 不管怎么样吧，我们总算盼来了那个新证明。不过，， 
它是最终的吗？ 

阿尔发 r 不是。看看这个多面体(图29 夂它 有两个环形面^ 



芬剜位于腹部和背部。它能吹胀成一只圆环。它有 It 个顶点 
24 个棱和 16个面 0 因此， V-E + F =16-- 24+10=2 6 它是欧 
拉的，但远不是单连通的。 

倍塔，我不认为这是笛卡儿=欧拉现象的实例。这倒 是吕鱼 
埃现象的实例》也就是说，它印证着* 有 fc 參穿; 寧_5个 

亨®寧哕事寧审， V^B + F =2»2 fc + m .( i> 凡 ▲ 象它这#的环 
形面 iifit 道4的两倍的多面体， 、 都会有 V - E+ 可是这: 

并不意味着它是欧拉的。用这类吕里埃现象立刻就能解释为什 
么我们一直无法轻易得出笛卡儿-欧拉猜想的充分必要条件，或 
曰“大定理'原因就在于有这些吕里埃实例挤在欧拉实例中间。 

( D 见吕里埃 [ m 2— 至 1& S 0 年间，这个关系式被重新发现的次: 




教师；可是，易卜西隆从来没许愿说他能达到最终性，只 
说他能达到比以往更大的深刻性。如今他拿出一个证明，一举 
解释了普通多面体的欧拉性与星状多面体的欧拉佺，也就履行 
了自己的诺言。 

兰 勃达： 这是实话 & 各面单连通这项要求，原是指三角 
剖分过程中每画一条新对角线都得产生一个新面，经他这4一 
翻译之后，三角剖分观念却消失得精光了。按他这个新译本，只 
要面中所有的顶点-环道都在定界，面便是单连通的，而寧平要 
求对欧拉的星状多面体也成立啦！还有，把约当关于多面体的 
单连通性的直觉概念（即非星状直觉概念）应用到星状多面体 

I 4 

上，碰到种种困难。在庞卡勒的译本里，这些困难也消失了。星 
状多面体跟普通多面体没什么两样，也是顶点集、棱集、面集 
加上关联矩阵 I 至于多面体能否在一个空间实现，这个空间凑 
巧是我们所在的物质的、三维的、大体是欧几里得的空间，则 
不是我们关心的问题 6 举小星芒状十二面体为例，它不是欧拉 
的，而在它上面搜查出不定界的1环道也并不太难。 

倍塔 t 我觉得，从另一面看，这个问题也挺有意思 A 易卜 
西隆的证明一举两得，既更严格了，又更广博了。这两者之间 
有必然联系吗？ 

易卜西隆：不知道。不过，我们的老师只申谛给我的证明 
而我自己申请的却是给它毕亨吵寧寧悖。 

' 的定理跟以往任何猜想是 一 A 的命，难免被某种 
想象得到的概念堋开所驳倒。 

易卜西隆：你错了，卡帕，我这就要解释给你听的。 

阿 尔发： 趁你还没解释，让我先提第二个问題，这也关系 
到你的证明，或者不如说，既关系到它的最终性，又关系到你 
申请给它的确实性 * 多面体果真是你的向量代数结构的一个 

， U4 * 





槙型吗?你把 41 多面体 ”翻译 到向量理论中，但你有把握说这是夸 
荸辱翻译吗？ # 

^ I 易卜西隆:我早就说过了，它是真的。一样东西使你震惊， 
这还算不上它可疑的理由。“我要效法一流数学家，他们正是靠 
着一系列令人庚惊的定义，把数学从怀疑派威胁下拯救出来，给 
数学命题提供了坚实的证明，① 

教师 i 说真的，我以为这种翻译方法正是易卜西隆证明的 
确实性与最终性问題的核心。据我想，这理应命名为申爭： 
不过，我们来看看，还有什么别的疑问吗？ 

伽马：只有一个了。我姑且承认你的演绎万无一失。你有 
把握说，从你的前提不会同样万无一失地演绎出你的定理的否 
定么？ 

易 h 西隆：我的所有前提都是真的。它们怎么可能不一致 
哬？ 

教师*你们提的疑问，我都挺赏识。但是，依我看，疑问 
再多，也永远抵不上了个反例。 , 

伽马：我倒很想知 i , 我的柱子是不是就驳不倒这个新定 


理？ 

易卜西隆，当然驳不倒。在柱子里，空集不在定界，因此 

Po^r 1 0 

伽马 I 我明白了。你说得对。这个论据不出你那些熟悉、清 
晰、分明之极的术语，一摆出来，我立时心悦诚服。 

易卜 西隆： 你在损人，我慷1先前，你对我的定义提过— 

①引自阮姆赛[1931：)，第56页，只改了一个词：他说的是“数理逻辑学 
家**，不是 K 数学家\不过，这只是因为他不了解自己描述的那神做法不是数理逻辑 
的新颍恃征，而是自哥西以来"严格"数学的恃色；由哥西提出又经媿尔斯特拉斯 
改进的极限、连续性等概念的著名 定义都 是符合这条路线的。附记一笔，罗索也从 
阮皡齊书里引过这句话(罗 *[1 邱 9], 第125页) • 
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次质疑。当时我说，它们事实上是千真万确的公理，在陈述有 
关概念的本质，得助于清哳和分明得万无一失的直觉。打那以 
后，我老在想这个问题。现在想穿了，我那种亚里士多德式的 
定义观终究不得不放弃。当我给含屁术语下定义的时候，我其 
实是在用一个新术语替换它，老术语只不过充当了我的新术语 
的缩写而已 t 

• 4 

阿尔发：我来把’这件事搞搞清楚。你所谓“定义”究宽指什 
么？是指用右边的替换左边的呢,.还是指用左边的缩写右边 

m 

易卜西隆:我措的是用左边的缩写右边的。我把老的意义全 
^忘掉。含混的老术语被我抹掉了，我的木语的意义任我自由创造。 
.模糊的老问题也被我抹掉了，我要解决的问题也任我自由£_]造。 

:阿尔发：你简直是个无可救药的极端主义者 a 接着讲你的 
吧 。 

易卜西隆， 把我的 纲领这么一改，我确有一得，就是你们 
的疑问有一个从此要打消。如果定义是缩写，它们就不会是假 
:的了。 

. 阿尔发 t 不过你也有一失，比你所得的要紧得多。你现在 
-不得不把欧几里得纲领局限于只有一目了然的概念的那些理论 
」了。如果你想把有含混概念的理论拖进这个纲领的管辖区，靠 
/你那套翻译技巧也休想办到，因为，你说过,你并非在翻译，而是 

在从事新意义的创造。但是，即使你想方设法去翻译老意义 ，原 

♦ ■ 

来的含混概念的某些本质方面也可能在翻译中丧失掉。本来邊 
.要用老概念解决的问题，新的清晰概念倒可能派不上用场。① 
不论你把自己的翻译奉为万无—失的，还是把老意义自觉自愿 
地抹掉，这两个极端的后果一样，反正你会把原问题给推进思 
想史的垃圾坑,.而事实上这决不是你想千的。②所以，如果你 
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冷静 T 籴，你一定荟承认定义必领有点变相本质主义 的味道 ，就 
是说，它必须保存老意义的某些要害方面，必须把意义中的要 
害成分从左边转移到右边, ® 

倍塔 * 可是，即使易卜西隆接查定义何蹈上 的这神 变相本 
谏主义，出让这一点点本质主义方案，也照样是从他原先的欧 
几里得纲领撤退了一大截。如今他只说，总有一些术语〜0了 
然、 推论万无一失的欧几里得理论吧*象算术、几何、逆辑、集 
合论之类，我估计他会这么看:的。如今他要降低欧几里得纲领， 
只 求把术语含混、推论靠不大住的非欧几鱼得理论(如微积分和 
概率论）翻译成这些既成的欧几里得理论，为发展底层理论与原 
系非欧儿里得的理论并辟新的前景。 

易十 西隆：我要把这类“既成的欧 JIM 得埵论”或立足已稳 
的理论叫倣主宰理论。 

■ • 暑 * 

y 伽马 t 我很想知道，退缩到细此由地 + 的纲领 述有什 么可应 


① 不满足这条(照例是不公开的）恰当性 准则的 翱译有个经典例子，就是被 
:: h . a •施瓦茨《反例”打倒了的十九世纪曲面面积的定义。 

_麻烦的是，随彗新问顒的诵现一这也许会使概念工具的内阁名单起变化> 
恰当性准则也可以起変化》这类变化的一个范例就是积分概念史。现在的学生能一 
丝不差地引用哥西、黎曼1勒贝格等等积分的不同定义，却不知道它们是为了秘央 
; 哪些问題才发明的，或者是在解决哪些问题的过程中才发 現的。 这是当今软贫教 
_育的耻辱,洽当性准则 在变* 各种定义也随之发展， 其结局 M 例是跟所有准则都合 
辙的那个定义变成主宰的定义。积分定义却不会出现这种局面，因为各种准则并 
不一致。这便是积分概念不得不琺裂的道理。哪怕是桉畎几里得铜领来建立照译定 
X 的时候，证明生成的定义也是起决定性作用的。 

② 这个历程很能体现二十 M 纪形式主义的特征 * 

③ 真够怪的*象帕斯卡和波螫尔这样的唯名主义者居然充视这个平凡的进 
「理？ 帕琬 卡写道(出划苘上>: K ……几何学家和一切讲究韋法的 A ， 只是为了少 

说废话才给事物加上名称的，狡苷尔写道（[ I 刖 5], 第2卷，第14页) : w 在现代:料学 
里只有准名主 X 定义出 视，换言之，要长话短说才引进了省略萍号或标签，有趣 
v 级了，唯名主义者和本质主 X 者怎么会都闭珙不轚对方论据中的合理内核呢？ 
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用的地盘？它肯定容纳不了物理。波动力学永远无法翻译成几 
何吧*易卜西隆想“靠着一系列令人展惊的定义，把数学从怀疑 
派威胁下拯救出来”，但他拯救出来的至多是一点点面包渣儿 * 
倍塔》关于那些翻译定义，我有个问题6在主宰理论里，那 
些定义看来好象是单纯的缩写，因此在那里按定义”为真 。可 
是，只要我们一设想它们谈的是非欧几里得领域，它们着来就 
可否证了。0> 

易卜西隆 t 言之有理4 

倍塔 t 看看人们怎么否证这类定义，倒是梃有趣哩 s 
帖塔 t 我愿意调转头来讨论易卜西隆的演绎是否万无一失 
的问題。易卜西隆，你还要申请给你的定理确实性么？ 


易卜西隆 t 确实是的。 

帖塔：这么说，你不能想象它有反例喽？ 

易卜西隆：我对卡帕讲过了，我的证明万无一失0它没有 
反例。 

帖塔：你的意思是要把反例当怪物排除在外么？ 

① 这种区 别在 方法论 上有多重要，还没有真 m 琢磨透*帕斯卡，鼓吹缩写定 
义而反对亚里士多徳 本质主乂定义 理论的 大家，并 没有察 觉放弃本质主 X 亊实上 
等于 放弃太 号的欧几里得纲领。按欧 几里得 纲领，哪怕是“只有少许模糊”的术语 
也统统必须下定假使这不过是把含混术语用任选的准确术语来瘅換的话 t 那 
事实上就放弃了原来的研究领域 f 转到了另一领域4但帕斯卡肯定不想搞成这副样 
子9哥西和魏尔斯特拉斯 * 在实行数学的箅术化的时候，是本质主义者;罗素 * 在实 
行数学的逻辑化的时候，也是 本质主义者。 这呰人都认为自己给连续性、实数 、整 
数等等下的定义捉住了有关概念的 本质。 罗素给普通语言中的陈述的逻辑形式作 
陈述的时候 * 也鱿是把普通语言翻译成人工语言的时侯，他认为——至少在他的 
** 蜜月期”（[1959]，第 n 页）——自己是以万无一失的直觉为向导的。波菁尔在 
向本 质主义 发动有根有据的适攻之际，对翔译 定叉这 4 重要问蔥注惫得不够 * 想 
来，这可以解释他的 [1947] 第273页上有关逻辑形式的论述何以使我觉得不能令人 


满意。据他说(在这里他是效法塔尔斯基)，有效推论的定义只取决于形成记号的清 
单，可是，一个直琴推论的有夺性还要依赖于怎么把这个_论从普孕爭亨(；亨乎 
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易卜西隆 i 连择物也驳它不铜。 

帖塔：这么说，你咬定了，不论我用什么来置换你部些一 
目了然的术语，定理仍旧是真的吧？ 

易卜西隆 I 向量代数专用的一目了然的术语，你尽可用任 

■ •暴 

何字眼儿来置换。 

帖塔，你那些非专用的初始术语，诸如 " 所有' * 并且' 
“2”等等，我不能替换掉吗文 

易卜西隆，不能。但是，你尽可用任何字眼儿替换我那些 

专用的一目了然的术语，诸如顶点\ “棱' “面”等等，我想， 

• * • 

这总把我所谓反驳是什么意思讲清楚了吧？ 

帖塔：是讲清楚了。不过，果真如此的话，要么你这种见 
解就可反驳,要么你干的就跟你自以为在干的根本不是一码事6 
易卜西隆：你影射什么，我不懂。 

帖塔：非不懂也,是不愿懂也。你的反例观念特别之处，你 

讲得倒也仿佛头头是道。可是，如果反例是这么个东西，你那 

些“完全一目了然的术语”的原义就可有可无了。而这种原义， 

要是你的主张真有道理，恰恰该是你的证明的功绩。按你现在 

这个不可反驳的证明的概念本身，一个证明若是不可反驳，就 

不取决于专用的“完全一目了然的术语”的原义了。所以，假使 

你说得对，你的证明的耐力便丝毫不是由专用术语的意义造成 

的，而完全是由非专用的底层术语的意义造成的，就我们的例 

子而言，该是 算术、 集合论、逻辑造成的。 

既然这类证明拫本不依赖专用术语的意义，我要称之为形 

* 

形苎悸哼寧孝无疑要依赖取哪些术语作非专用术语。这 
4 糸谙 ——我要叫做形成术语——能否做到一目了然，的确是 
很重要的。扣准了它们的意义，我们就好说什么能算反例、什 
么不可以。这样一来，我们就控制住漫无边际的反例了。如果 
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一个定理没有反例，按我的叫法，这个走理便是享事字，就我 
们的例子而言，该说是算术-集合论重言式。 * I I 

阿尔发：我们似乎 有各神 强度迥异的重言式，全看如何选 
择准逻辑常项了。我看这里边有一大堆问題。先不先，我们怎 
么知道一个重言式是重言式呢？ 

卡帕： 你举孕不令呼寧底细，以至决无可能再起怀疑。不 
过，如果你对二起了亨旱怀疑的话，只管将它抹掉， 
用另一种主宰理论替代便是。① + * 


* 编者按&在拉卡托斯的博士论文里，这节对话到此为止 * 

« » » 

想来我们会设法劝拉卡托斯沿下面的路线继续写这场对话 P 


①主宰玛论的变更意味哲我们全部知识的改组。在古代，算术的悖理一而 
且简直就象是不一致一诱使希腊人放弃了曾是主宰理论的箅术 T 而代之以几何。 
他们的比例论旨在把*求翔译成几何。他们深信，全部天文学、全部物理学也部能 
翻译成几何 * 

笛卡^^的大革新是用代数替代了几何：这也许是因为他认为在这#主宰理沦 
中分柝本身当可通向离理， 

近代数学的“严格性革命"事实上不外是靠从哥西持续到魏尔斯持拉斯的数 
学算术化宏大纲领，重立算术为主宰理论。实数理论•尽管不少务实数:学家感到是 
人为的，却成了举足轻重的一步，与希腊人的周样“人为的”比例沦正相类似。 

接着罗素又把逻辑弄成全部玫学的主宰理论。把元数学的历史解释成探寻主 
宰理论的过程，也 许会使 这个学科的历史别开 生面： 我们也许能够说明，哥德尔所 
“发现”的苒术在元数学中是天然的主宰埋论这一寧实直接导致了目前的研究状況, 
既给箅术又给元数学开辟了新的前景。 

引人注目的呔几里得式翱译的另一珂是把概率论嵌人琍度论这种摩登处璀法。 

主宰理沦和主宰理论的变更也大大决定着一般科学的发展 # 理性力学作为物 
理的主宰堙论，其加工制怍与眭后 的土崩 瓦解在近代科学史上起着中心作用。生物 
学反对被 1 ^翮译”成化学的斗争、心理学反对被翻译成生理学的斗争， M 是当今科学 
史发人深省的持点。神种 S 译工序犹如一座座巨型贮藏所*里边存着问題，也存着 
体现出博大的思想方式的历史趋势，与黑格尔的三段式相比,这瞾思想方式 茧少也 
是同等重要，这样的翗译照例是使主宰理沦与被呑食理论的发展一起加抉了，但随 
着藺译的弱点日益突出，后来却会变成进一步发展的障碍 
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帖塔;不过，从方才说的道理似乎可以看出，如果我们能在 
若千以逻辑为主宰理论的弟统中铸造自己的证明，那么，只要 
对我们的逻辑提不出郑重怀疑，我们就能够确信自己的演绎万 
无一失了，全部的怀疑也就不是倾注于实际的证明上，而只是 
倾注于引理上，定理的前件 上了。 

易卜西隆：我很高兴，至少帖塔终于开窍了0实话实说，我 
的证明能在一个以逻辑为其主宰理论的系统中铸造 a 把所有的 
引理都当作前件并入之后，条件陈述就能在这个系统中证明了。 
而且，我们知道，任何一个能这样证明的陈述，（相对于姶定的 
一组“逻辑的”形成术语来说）_无反例。不管怎么改变描述术 
语的解释，这个条佴陈述始终^其的0 
兰勃达 ，我 们知道”么？怎么知道呢？ 

易卜 西隆： 我们知道得 不夸^ 因为这是_条关于逻辑的 
非形式定裡。但是，更进一层我们还知道，每当_样东西 
被当成这类系统中的证明摆出来之后，我们总浼用一种保证在 
有穷多步内得出答案的程序，纯机械地核查它是否确系证明。这 
么一来，你的“证明分析”在这类系统中就化为雕虫小技了 9 
阿尔发 t 不过，易卜西隆，你总该同意，在非形式数学里， 
# 证明分折 * 还保留着它的重要性吧。而彤式证明永远只是非形 
式证明的译本，所以，过去针对翻译提出的那些问题还是很实 
在的问题。 

兰勃达 ：可是 ，易卜西1，我们到底怎么知道证明核査永远 
可靠呢？ 

易卜西隆：真是的，兰勃达，你这种按捺不住的渴求确实性 
的热情越来越让人厌倦了！我得对你讲多少遍 * 我们确实知道 
的东西等于零呢？你的“确实欲使你光提些讨人嫌的问题，对 
有趣味的问题反倒视而不见 


_ 151 * 



附录一多证多驳法的另一案例研究 

1. 哥西为“连续性原理”所作的辩护 


多证多驳法是数学发现的一种很普遍的助探模式。然而，似 
乎只是在十九世卑吗十年代它才被发现，甚至今天在许多人眼 
里它还象是悖理的，而且确实没有一个地方正式承认它的 存在。 
在这个附录里 * 我想大概讲讲数学分析里一个证明分柝的故事， 
找找理解它、承认它的抵抗力的来源。多证多驳法是怎么回事， 
我对笛卡儿-欧拉猜想的哥西证明所作的案例研究已经详加讲 
解， 这里我先复述它的梗概。 

数学发现一或非形式数学理论的生长^—有=种简单的 
模式，由以下阶段组成*® 

(1) 原始猜想0 

( 2 ) 平_(了个积哮唉旱攀率举寧準冷， 

—些子猜想或^条)’。 . 

( 4 )享牵职^ 

引理' 引理二 ii *“ i 蔽 W ”， 也•许误44 

#<f + 學 <*«» * t * 4 * 4 « 4 

物混同了。现在它被公开，被当作一个条件插进了原始猜想。 


①我强调过，实际的历史檇式可以略微偏离这种助探模式 a 此外，（即使按助 
探论次序来说）第四阶段有时也可以先于第三阶段 * 因为一个别出心裁的证明分析 
也许会诱发出反例来， 
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这四个成证明分析的主核但有几个标准阶段往往 
接着出现* 

(5) 审査其他定理的证明，看看新找到的引理或新的证明生 
成概念在它们当中出现不出现。可能发觉这个概念处在不同证 
明的交叉路口，因而显出它有根本意义。 

4 * * m ^ 9 ♦♦♦♦_**»«* 

开 •辟新 ■的 w 究领域。 

**»♦*** + ，•♦ *♦•♦•*•* 

现在我愿意另作一个案例研究。在这个案例里，學雒苹寧 
是：任何连续函数收敛级数的极限本身也是连续的。头 一 


这个猜想作证明的是哥西。在整个十八世纪，大家都以为这个猜 
想理所当然是真的，所以从没想到还需要作什么证明。它被着 
成了“到极限为止都真的，在极限上也真”这么一条"公理”的特 
殊情况，③在哥西的名著[18 2 1]里(第131页)这个猜想才连同 
证明一起出现。 

既然这个 # 猜想”历来都看成平淡的真理，哥西为什么感到 
需要证明呢？有人批评过这个瘠想吗？ 


①编者按：換言之，这神方法（大 体） 是造一串陈述 A ，...》 据恬计, 
…乂们关注的某一对象域是真的，同时似乎蕴涵原始猜想结果这也 
许不合事实，换言之，我们找到了 C 假而至成立的慵况(“全局反例 ")* 这就 
伲使我们漓淸楚楚讲出一条被该反例(“局部反例 "） 驳倒的新引理于是原证 
明换成了一个新证明，后者可总结为条件陈述 

这个条件陈述的(逻辑)真实性不再受该反 W 攻击(因为前件现在成了假的，所以条 
件陈述真）。 

© 惠咸尔[1858]，1,第152页。惠成尔 1B58 年还这么说，至少也落伍了十年 4 
这个原 理束原于莱布尼茨的连续性原理（[1687]，第744页夂博耶在 [1939] 第256 
再引用了这个犀理改头換面的一种典型说法* 出自 吕里埃 [1786] 第 167页* 
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过一会儿自会明白,情况可不是那么简单。如今，得事后明见 
之便，我们看得出富里叶的工作己经给哥西猜想预备好了现成 
的反例。富里叶的《热传导研究报告》①里就有一例，按现在的 
概念，是一个向哥西不连续函数趋近的连续函数收敛级数，那就 
是 t 

COSX- +COS3X+ -i-COSBX — ♦” （ 1) 

然而，富里叶本人对这个级数的态度十分鲜明（与现代人态度 
不同也很鲜 明）： 


(1) 他说，它处处收敛。 

(2) 他说，它的极限函数由一狴分离的直线组成，每一条 
线都平行于 X 轴，都等于圆周。这些平行线交错地处于轴的上 
方和下方，任何两条之间距离为^/4,由垂直线相连，各垂直线 
本身也形成那条线的一部分。® 


富里叶.讲图象中垂直线的那几句 话泄霣 了真情 * 他是把这 
些极限函数当成(某种涵义上的）连续函数了，说实在的 * 任何函 


数，只要能用一支不离开纸的铅笔画出它的图象，富里叶无疑 
要把它看成连续函数。可见，富里叶自己不会认为他造出了哥 
西连续性公理的反例。③只是根据哥西后来对连续性的刻划，某 

① 经拉蝥拉斯、勒让德和拉格朗日评判，这份 w 研究报告”于1幻2年荣* 
大奖。它是在富里叶的经典著作 * 热理论>之后才发表的 * 该书出钣于比於年， 

舍教科书晚 了一年 ，伹 w 研宄报告”的内容当时早巳是众所周知了， 

② 富里叶，出处同上，第 in 和1781^ 

( D 写完这句话之后，我才发现 * 在普畦松 （1&07) 和富里叶 （1809) 的一些至今 
未发表的手稿里，不连续 "这个 术语大体按砑西那种涵义出现过。拉维茨博士当时 
正在研究那些手搞，他欣然应允我看了他的直接彩印相片，这虽然没有驳倒我的见 
解，但确实使它磁到了麻烦。显而易见，在不同的时间，富里叶心中有过两个不同 
的连续性概念，这两个不同 的概念 无疑是从两个不同的领域嘏自然地产生的 • 象下 
面这样的函数： 

Vzsin2 t+ 1 /isin3>；'- 

如果我们把它解释成 一 根绳子的 起始位 薰的话，它当然会被当成连续的，象哥西定 
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些富里叶级数中的极限函数才被看成不连续的，这些级数本身 
也才被视为哥西瘠想的 反例。 既有这个反直观的新连续性定义 
之后，富里叶无辜的连续图似乎才一变而为确立已久的老连续 
原理的邪恶反例了。 

哥西的定义把家喻户晓的连续性概念翻译成算术语言的办 
法，的确只会使 A 常识”摇摇欲坠。®按定义隐蕴的意思，一个 
连续函数，你只要把它的图象旋转一点点*就成了不连续函数 
这又算是嗨门子连续性哟? ® 

总之，如果用哥西概念代替了直觉的连续性概念，连续性 
公理就(也才?）真显得跟富里叶结果有矛盾了。这看上去象是 


反对哥西的新式定义(不光是连续性的定义，也还有极限之类的 
其他概念的定义)的一个强大的论据，或许是决定性的论据。那 
就无怪乎哥西想做给人看看，他的确能够按自己的新解释来证 
明连续性公理，也好拿出证据说他的定义满足得了这条最严厉 
的恰当性要求。他如愿以偿地提出了证明。他以为，这给了无 


意中向他的定义挑战的富里叶致命的一击，那个人确有才干，但 
只是一个毛毛糙糙、不讲严格性的半瓶子醋。 

不言而喻，假使哥西的证明是正确的，那么，富里叶的例 


义所要求的那样切掉垂直线似乎是不自然的。但是，如果我们把这今函数另作解 
释，比方说，解释成在表示一裉销丝上的溫度，这个函敢看来就显然不连续。这些 
考虑诱发了两个猜想。第一 * 荀西著名的连续性定义，既与函数的"绳子解释"背道 
而驰，说不定正是受富里叶热现象研究的刺激。第二 * 富里叶坚持这些 (按 "热解 
释”)不连续的函数的图象里有垂直线，说不定正是刻意以求不触犯莱布尼茨原理6 
* 编者按：有关富里叶数学的更进一步的信息，见格拉坦-格林尼斯（与拉维茨合 
著/的 瑟夫.富里叶 (1768 —1830>—书 （ 马萨诸塞理工学院出版社 * 1972). 

④也枕是"绳子黹识”或"图象常识”。 

© 编者按；这里破坏的咸许不是直觉的连续性槪念，倒是任句表示函歎的 
甜 象轻微后仍然表示某函数的那#信念,富里叶的曲浅从一种直觉的观点者 
是连缕的，这种直觉用连续性的定义（照例被人记在哥西名下)也照样能说明； 
因为* 补金了垂直 线的寓 里叶曲线可用两个连缲函数作参数表示。 





子，不论外观如何，也不会是真正的疼例。表明它不是真正的 
反例的办法之一是摆出这么一个理由 r 那些级数表面上收敛于 
符合哥西涵义的不连续函数，其实拫本不收敛 I 

在当时，这是个合乎情理的推测。富里叶本人对他的级数 
在这些临界情况的收敛性也有所怀疑。他曾经注意过收敛缓慢 s 
“收敛不够快，还得不出某种简易的暹近法，但足以保证等式是 
真的。〃① 

凭事后之明见，我们能看出，哥西指望富里叶级数在这些 
临界情况不收敛（因此不表示函数> 也不无某一方面的道理， 
因为有以下的事实在：当极限函数不连续时，级数是趋近于 
士 a ( x + o ) + Kx - o )： l , 而不是简单地趋近于/( X );只有在 
=士[70 + 0) + ««-0)]的情况下，它才趋近于/( X )。不过，这 
在1扣9年之前是没人知道的。事实上，最初公意与其说是在哥西 
一边，倒不如说是在富里叶一边。富里叶级数仿佛安然无恙♦到 
了 1826年，哥西证明发表五年之后，阿贝尔在 [ l 82 6 b ] 的脚注 
里提到哥西定理有“例外”,®此时此刻，便酿成了双方得胜还 
朝这种相当出奇的 场面： 富里叶级数被接受下来，但哥西令人 
展惊的连续性定义、他用这个定义证明的定理也被同等对待。 

恰恰因为是双方得胜还朝，我们所考虑的那种特殊款式的 
连续性原理，在那时的人的眼里便成了这副模样> 哥西固然将 
它证明得天衣无缝，但它必定也还有矽外。 

哥西一定得到了与阿 M 尔一样的结因为，就在同一年， 
他一面理所当然决不放弃他对连续性作的刻划，一面却给出了 

(D «热传导研宄报告 h 第1汀节 6 这句话当然还远远不等于他发现了在这些 
池方收敛是无穷漫的。这是积四十年计算富里叶级数的经验之后才作出的发现。在 
狄里希勒恃对富里叶猜想作决定性改进，表明富里叶级数只能表示在不连续点上 
的直是0>]的函数之前，决不可能作出这个发现, 

@阿贝尔第316页， 
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冨里叶级数收敛的证 明^① 然而，这样的处境，他一定很不自 
在。《分析教程》第二卷始终没有发表。更可疑的是，连第一卷 
他也不出新版了，直到需要教科书的压力大得不堪，才准他的学 
生穆阿格诺把他给讲义加的注释拿去发表 

既然富里叶级数这时被解释成反例了，分明就有了一个谜 t 
证明了的定理怎么会是假的或"允许有例外”呢？在同一时期，欧 
拉定理一摩管已经证明了——的“例外”怎么成了人们的谜， 
我们早已作过 讨论。 

2. 赛德尔证明和证明生成的一致收敛概念 

人人都感觉到了，这个哥西=富里叶案件不只是无害的谜， 
而且是新式“严格”数学的致命污点。狄里希勒特在论富里叶级 
数的名文里， ® —心一意地精确说明连续函数收敛级数零冬会 
表示不连续函数，心里又明明晓得有个哥西款式的连续牲原理， 
他却根本不提如此显而易见的矛盾。 

识破哥西证明中负罪的隐蔽引理，最终解开哑谜，留待赛 
德尔去做,®及至做成，巳是1847年了。为什么拖了那么久呢？ 
想回答这个问韪，只有把赛德尔的著名发现再仔细一点瞧上一 
瞧。 

设是一连续函数收敛级数。对任何〜规定队 (4 
= r „(^) = f MX )。 于是，哥西证明的要点便是从 

这 ’ fj 

① 哥西[1826]。这个证明基于一个假得无祛矫正的假定（钾如见黎曼 
[1 S 6 B ]}, 

② 穆阿格诺 [1 况0— 1 S 41]。 

m 狄 M 希勒恃 

<£> 赛德尔£1347]， 
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这个前提作出的一串推论 * 

给出任何 e>0, 

(1) 存在一<>,对任何 N 如果卿 
<<有这样的 <5是因为 S fl (x) 连续)； 

(2) 存在一 N, 对所有》1>心丨 r 办 )l<e (有这样的 N 是因 
为收敛 ) j 

(3> 存在一 N% 对所有 r s (^ + f>) l<e (有这样的 W 
是因为收敛 ）i 

结论是：对所有&<心 

I /(x + 6)-/( x )| 

-I S„(x + i>) 4- r n (x + b) - S„(^) - r K (x} I 
S B (jc + fe) -$ n {x)\ + K(^r) | + t ^(^ + *>)1 
<3*o 

可是，收敛于哥西不连续函数的连续函数收敛级数旣巳择 
供了全局反例，足见这串推论(我们讲得稂粗)总有什么地方错 
了，但负罪引理在哪儿呢？ 

作个稍镦细心一点的证明分析(采用与上文相同的符号，只 
是把某些量之间的函数相关性写明白），便得出下面的推论 * 

(1') 如果 1><<50，欠，《0，1 s fl (x + b)-s"(x)| <«, 

(20 如果 r n (x) 

(30 如果 n>N(e，x + b )，j r n (x^b)\ <e, 

所以，如果 rt>max:N(e， 勾而 b<d(qx，tt)， 则 

f S s (x + b) + r„(x + b)-S„(Jc) —r,(jc) 1 
-_ + 办） -/ ⑷ K 鉍。 

隐蔽引理就是 i 对任何固定的 e , 极大数 max,W(e,z > 都应 
当存在 4 这正是后来所谓的了 孕取单 準要求。 

在作出这个发现的道路±,’ 大障碍， 


• U $* 




莩了个是哥西马马虎虎地用“无穷 小”量。®季 7个是，即使 
有些数学家察觉这个证明里假定了无穷多个 W 中 + 存<在_极大数, 
他们也完全可能不屑于三思就作这个假定。极大问題上的存在 
证明是在魏尔斯特拉斯学派中才首次出现的。而爭字个障碍、主 
要的障碍，则是欧几里得方法论这种十九世纪早¥数学兼善恶 
于一身的精神的盛行。 

但是，泛论这神精神之前，让我们先看看阿贝尔怎么解决 
富里叶反例给哥西定理造成的问题 P 我要吿诉大家，他是靠原 
始的例外除外”法来解决(写成“解决”更好)这个问 題的。 

' 3,阿 m 尔的例外除外法 

这个问题，我敢说是阿贝尔论二项级数的名文的基本背景 
问遐，但他只在一条脚注里谈起 & ©阿贝 泳写道 r “在我看来，哥 
西定理有一些例外”,然后立即举这么一个级数为钶》 
sin^ - +sin20 + 士 sin3 少一.“® 

他还补 充说: “谁都知道，诸如此类的例子多的是 ，面对 这些反 
例，他的反应是着手推测，什么才是哥西定理的安全地带呢?” 

他给这个问题的答案如下 | 泛言之，分析的定理，特言之， 
有关极限函数连续性的定理，其有效范围都局限于幂级数。这 
条基本连续性原理的一切已知例外都是三角级数，他便主张把 
分祈撤逬幂级数这个安全边界之内，扔下富里叶精心培植的三 

①这汝哥西不能对他的老证明作清晰的批判鉴定，甚至不能在 [1353] 里（第 
454_459页 ） 清晰地表述他的定理 

© 阿贝尔 [ ia 26 b ]， 第316页。 

® 阿贝尔忘了该提一提，恰好就是这个洌子早 e 被富里叶从这个角度提到 


了， 
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角级数不管，仿佛它们原就是一片无人管理的热带莽林一在 
那种地方，例外即是常规，合格倒算奇迹。 

在1826年3月29日致汉施廷的信里，阿贝尔形容 # 可怜的欧 
拉式归纳”是导致无根据的假概括的方法，要追问这种搞法事实 
上很少闯祸的理由是 什么。 他的答案是< 

我心想，理由就是在分析里大抵总踉能表示成幂级数 
的函数打交道。一当别的宙教进入视野——这种事是 
有的，但难得有——[归纳 ] 就再也不灵了 t 从这些假 
结论又得出无穷多的不对头的定理，一个牵出一个 o 
我研究过其中的几个我真够走运的，到底把这个问 
题解决掉了……① 


在阿贝尔的文章里，我们找得到他的著名定理——我认定 
这是他拼命迎合莱布尼茨那条经典形而上学原理的绾果一 I 
但只取下列狭隘的形式 I 

如果级数 


@致汉施廷的信 ([182$ a ： i ) # 傖的其佘骷分也挺 有趣， 也反映阿贺尔的例外^ 
除外法:“按某种笼统的方法行寧，倒不太难：但我得很小心 谨淇， 因为 * 在我心 
中，彔经严 格证眄 (等于来经任坷证明)便被草萆 U 可的神神命题扎根极深，毎时 
每刻我都有失于详察而用上 t 们的危 险。"因此， 阿 M 尔遂个核査了这些笼统的猜 
想，想方设法推测它们的有效范围。 

这神以绝对清晰的幂级数作茧自缚的笛卡儿式的态度可以 解铎阿 识尔为什么 
格外关注泰勒展开式的严格处理，泰勒定理 * 全部无穷小演算的基础*根基不大 
牟靠*我只找到过一个严格的证明，就是哥西在《无穷小演算讲义提纲》中的那 一 
个，他在书中证明了，如果级数是收敛的，就会有 

可是，人们却到处 S 不经心地滥用泰勒定理 /( 致洪伯威的信 [1825],) 
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fa=v 0 + v + + v m a ,h 4 - 

对 a 的姶定值 d 是收敛的，它对每个小于的值也是收敛 
的^而！!*，对 P 的不断减少的值，函数 fOr - Q 会无隈 
制逼近拎，假定 a 小于或等于心① 

现代理性主义数学史家把数学史看作知识在不变的方法论 
基础上勻称生长的历史 a 他们推定，谁发现了一个全局反例，又 
提出了一个不致被有关反例驳倒的新猜想，谁就自动发现了相 
庳的隐蔽引理和证明生成的概念。宁是，这类历史学者就把发 
现一致收敛 算成阿 贝尔的功劳&所以，在权威性的《数理科学 
百科全书》里，普林斯海姆说，阿贝尔“证明了今天叫做一致收 
敛的那种性质的存在夂②哈代与普林斯海姆所见略同。他在文 
章 CWIS] 里说“一致收敛观念隐约出现于阿贝尔著名定理的证 
明之中布尔巴基的假话还要霧骨 # 依他之见，哥西 


最初并未察觉简单收敛与一致收敛有别 # 居然自以为 
有本领证明每个连续函数收敛级数均以一连续函数为 
其和 * 这错误几乎是当即便被阿负年揭穿了，后者就 
在同一时间证明了每个完全 [?] 级数在其收敛 区间内 
部都连续，他靠的正是现已奉为经典的那种推理，其 
中使用的观念，就这个特珠情况而言，本质上正是一 
致收敛 6 剩下的唯一任务是对后一覌念作一般剖析， 
系由斯托克斯和赛德尔于1847至18乜年，哥西本人于 


①阿贝尔 [1826 b ], l ， 第314页*这段话是从徳文转译的 C 克瑞勒把法文原文 
译成了德文）。*编者按：阿贝尔似乎忘记写 a 两边的括号了 • 

© 普林斯癒遏!： + 1916],第34页* 

® 哈代 [1913], 第14&页， 
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1853 年各自祛立地竞成的。® 


句子何其多哉，错误何其多哉1阿贝尔并没有揭穿哥西将两种 
收敛视同一物的错误。他的证明从一致收敛概念捞到的油水并 
不比哥西证明多一分一毫。阿贝尔与赛德尔的结果并不存在“恃 
殊”与“一般”的关系，而是处于截然不同的层次上。阿贝尔甚至 
并没有察觉，该受限制的不是入流函数的范围，倒是函数的收 
敛方式！ 

他的假乱•奥•妙 •全在 •他 ’那些谨慎的 (i 
i 走运的 ) tf T 了 不下呼 牟冬*之中 t 如今谁都知道 ，就幂 
级数来说，^ 

这会儿我是在批评历史学家，我自然该提一句，耔西定理 
的第一个反例一般人都归功于阿贝尔。只有朱廸安注意到在富 


① 布尔巴基 [1949], 第65页：又见 [1960], 第 m 页* 

② 参见阿贝尔 U 826 b ]， l , 第24_30页。 

@有两位数学家察觉阿贝尔证明并不是真的天衣无缝。一位 是阿 JU 尔本人 * 
他到底又一次死钻起这个问题来了，但还是徒劳 一场， 见于他身后发表的“论级 
数 " 一文 （[1 明1]，第 2 G 2 页） * 另一位是西洛夫，即阿识尔文集二版的第二编者*他 
给阿贝尔定理添了一条批注，指出证明中一定要膜定_致收敛，不能象阿贝尔似 
的只假定简单收敛。但是，他没有用“一致收敛”这个术语，仿佛还不知道有那回 
車 (约当的*分析教程》二版当时尚未问世)；他引用的倒是社布瓦-瑞蒙稍后作的 
一个概括，反而只能显出连他也看不莆裂缝的本来注质4賴夫在 [1 辟幻里否决了 
西洛夫的批评，论据可谓天真无 邪:阿 贝尔定理是有效的。赖夫说，哥西是收敛性 
理论的莫基而阿识尔则是级数连续性理沦的典 基人： 

把哿西和阿贝尔的成就作个扼要总结，我们不妨说:哥西在他的 <代数分 
析*中发现了无穷级数收敛性与发畋性理论，阿贝尔在他的《二项级数论 * 

中发现了级数连续性理论 （[1 B 89]， 第178—179页八 
1的9年还说这种话，确乎是以无知自楸了。 

不用说，阿贝尔定理有效全是靠很窄的“下了等于不下的定义”，不是靠他的 
证明。阿识尔的文章稍后又发表于*奥斯恃瓦尔德经典丛书 *( 第71册，莱比锡， 
1 S 95), 在注择部分，西洛夫的按语照登不误，未加任何评论 r 
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里叶手里就出现了。可是，由宁羑我们巳经指出的那种目无历 
史的精神所左右，朱迪安竟由此推断，他钦佩万分的那位富里叶 
差不多要发现一致收敛概念了 0①迄今为止,■^切历史学家都无 
视一个紧要之点：反例也许不得不经过战斗才能博得承认，被 
承认之后也还不见得就自动通达隐蔽引理，并由此通达有关的 
证明生成的概念。 

4. 发现证明分析法的路障 

现在还是回到主要问题吧。从1821年到 1 S 47 年，起带头作 
用的数学家们为什么没能找出哥西证明里那条简单的裂缝，没 
能改进证明分析和定理呢？ 

最直接的回答是他们还不懂多证多驳法。他们还不知道，发 
现反例之后，应当细心分析自己的证明，设法找出负罪引理。他 
们对付全局反例还是借助于助探论上不结果的例外除外法。 

事实上，赛德尔是一举成功，既发现了证明生成的一致收 
敛概念，又发现了多证多驳法。他完全意识到了自己在方法论 
上的发现,这在他的文章里讲得非常淸楚 I ® 


方才巳经确认，定理不是普遍有效的，因此它的证明 
必定倚赖某个额外的隐蔽假定。有鉴于此，我们就 
要飨证明作一次更细致的分析 * 发现那个隐蔌假设 
倒不很难。于是可以反推这个假设所表达的条件准 


①朱迪安 [1912 L 第&27页9 

© 理性主义者根本怀疑会有方法论上的发现他们认为方法是不变的 v 永 
恒的。方法论上的发现者的确处境很糟。他们发现的方法被接受之前，仿怪聃理论 
论处；被接受之后，又按 不足进 哉的老生常谈论处了 * 





是表示不连续函数的级数满足不 了的， 因为，只有这 
样，那串别无他错的证明跟另一头的确凿事实才能重 
新归于一致 


是什么阻碍赛德尔的上一辈发现这种方法？欧几里得方法 
论盛行是主要原因（我们已经提到过了）。 

哥西严格性革命的动机就是要自觉谋求把欧几里得方法论 
应用到分析中去。①他和他的追随者认为，照这个法子做，他们 
能驱散“分析模糊一团的阴森气氛”，使它大放光芒。③哥西是按 
柏斯卡规则的精神行事的。他先设法把模糊的分析术语一象 
极限、收敛、连续性等等——都用人们熟悉之极的算术术语下 
定义，然后把以往不曾证明或尚非显然之极的一切东西都加以 
证明0但是，在欧几里得框架里，证明假的东西是不合规矩的。 
所以，哥西不得不先来改进数学猜想的存货，把假的垃圾抛进 
海里。为了改进猜想，他应用了搜寻例外而后把叙述草 奉的原 
猜想的有效范围限制到安全地带的方法 * 就是说，他应用了例 
外除外法。® 

在《拉罗塞百科全书)>1865版里，有位作者（大概是卡塔朗 
吧)相当刻薄地形容哥西搜寻反例的情景。他写道： 

他带到科学里来的尽是些消极的说教……他小心翼 

翼想讲它个水落石出的东西，其实，儿乎永远是总 


①赛德尔[1847]，第 3 S 3 页。 

@ “至于方法，我一定要使 t 们满足几何里要求的全部严格性，始终不求叻 
于从代数通则引出的理由"(哥西[1821]，引言)。 

© 阿贝尔 [1826 a ]， 第263页， 

(D “要给太广的论断加上有用的限制”(哥西 
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算让他发现了的真理的消极方面 4 荽是他居然在白 M 
_里找到: T 一点点金子，他就会向全世界宣布 * 粉笔 
决不仅仅是由石灰碳酸盐 做的。 

# 輳 

阿贝尔致洪伯威的信里有段话是哥西学派这套新式剥心术的又 
一证据 * 

我已经开姶从这个角度来审查（目 前) 照例得到批准的 
那些 最重要 的规则，说明它们在哪些情况不合适。这件 
事干 得够颀当的，给了我无穷的乐趣。① 


凡被严格主义者当作无指望的垃圾的，如有关发散级数之 
和 的种枓 猜想，都被堂堂正正地付诸一炬。②阿贝尔写道，“发 
散级数是魔鬼的作品％只会引起“祸害和悖论％® 

严格主义者只願用例外除外一个劲儿在改进猜想方面下力 
气，从来没起过靠证明来味卑的念头。推测与证明这两种活动 
被欧几里得传疣硬性隔离。 i 副其实但仍无定局的证明是跟严 
格主义者格格不入的怪想。反例被他们看成奇耻大辱。要知道* 


一有反例，你的猜想就算错光丁，你就只好从零开始再作证明。 

这在那时是可以谅解的，要考虑到在十八世纪破破烂烂的 
归纳推理还被人叫做证明。④而坪學“证明”是没法子改进的 a 那 


① 阿识尔 [1S25]， 第 25a 页。 

② 同代人确实认为这场淸洗 H 有点儿 鲁莽”(哥西[ 1821 ]，引言 )* 

® 阿识尔 [ W25：)， 第2&7页。 

④十八世纪的"形式主义”是地地道道的归纳主义。参见本附录第3节阿识 
尔对归纳的枇评 e 在 [1821] 前言里，毋西拒绝了闼纳，说归纳只是“有时适于表现 
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些玩意儿“不是严格的证明，而这就等于说拫本不是证 明*% ① 
有根有据地被一笔抹煞了 

if ^ r ^ 寧 — 罕華葶单淖亭 W 才學不年了枣 ，哥 

Kiflii 布: 统‘绝 W 了 +'+® •正•是‘在 kW 的 
背景之下，哥西“严格”证明了的连续性定理偏偏遭到了反驳，这 
就理应引起我们的重视，何况这个反驳并不是孤例。我们已经 
看见过了，哥西给欧拉公式作了严格证明之后，同样有一批文 
聿指出有目共賭的“例外' 

只有两条出路*要么就修正给欧几里得方法蛰底子的万无 
一失主义的数理哲学，要么就想个计策把问题捂住。让我们先 
看看， 修正万无一失主义方案意味着什么。毫无疑问，那时候* 
谁也不能还以为全部数学都能还原为不容置疑的平淡真理、人 
总对某些陈述的真实性有决不会错的直觉。谁也不能还以为人 
的演绎或推论直觉是万无一失的。只有承认了这两条，才能够 
打开通道，让多证多驳法自由发展，让它被应用到演绎推论的 
批判鉴定上去，应用到如何对付反例的问题上去 

只要 反例还是一种耻辱，不光是烙在定理身上，也烙在拥 
护定理的数学家身上，只要证明与非证明还是二者必居其一，不 

①何贝尔 [1826 a ], 第263页。在哥西和阿贝尔看来，"严格的 "就 是指演繹的， 
与归纳相反的。 

© 哥西[1821〕，引言， 

® 编 者按： 这段话在我们看来是错的 a 拉卡托斯后来终于对形式演绎逻辑 
有了 ft 高士会 iu 我们不怀疑他自己也会改写这段话的。一阶逻辑给推论的有效 
性作出了某神刻划，（相对于给一种语言的"逻辑 w 术语 怍的刻 划）它的确便有效 
推论成了本质上万无一失的。因此，拉卡托斯提到的两点里，只有第一点是必 
须承认的。经过充分好的 " 证明分析”之后，全部的怀疑都倾注于公或定理的 
前件)，丝亳不存留于证明本身。多证多驳法决不会（象 IE 文暗示的因为柜不 
承认第二点就失效 6 也许正是靠这种方法，证明才改进到如此地步，凡是为 

隹证明生效所应作的假定都公开了， 
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准许有弱点的撻全证明存在，数学批评总是要被除外。正是欧 
几里得方法的这种万无一失主义的哲学背景，养育了数学中权 
威性的陈规陋矩，禁绝了发表和讨论猜想的机会，堵塞了数学 
批评兴盛的可能。文学批评可以存在，因为我们可以欣赏一首 
诗而不以为它尽善尽美 I 数学或科学批评不可以存在，理由是 
我们只欣赏得出了尽善尽美的真理的数学或科学结果0只有在 
证明，证明才是证明;而证明要么就在证明要么就不在证明。赛 
德尔讲得够清楚了，不是天衣无缝的证明也可以是值得尊敬的， 
可是，这个观念在1847年是革命的，不幸，今天听起来依然是 
革命的。 

无独有偶，多证多驳法发现于十九世纪四十年代*正好是 
牛顿光学垮台（通过菲涅耳十九世纪十至二十年代的工作)和非 
欧几里得几何发现(罗巴切夫斯基于1829年，波莱于年)挫 
败了万无一失主义的自大狂的时候。 ® 

发现多证多驳法之前，“严格证明了”的定理还有络绎不绝 
的反例的问題，只能靠例外除外法来 a 解决”了。 

可以靠列细心#除^ 外” (•这 个婉辞•是那个时期的特征 ) i 

i * ‘生死攸关的 

发问势态中，欧几里得方法怎么会对数学发展起毒害作用*这 
类发问势态大多出现在生长着的数学理论中，在那里生长着的 
概念是取得进步的手段，在那里最扣人心弦的发展尊的是勘探 
槙念的边缘地区，是堋开槻念，是把原先不区分的概念区分开 
来。在这些生长着的理论中，直觉还缺乏经验，要跌較子，要 
犯错误。没有一个理论不经历这样的生长期> 而且，这个时期 
从历史观点来看是最动人的，从教学观点来看也应当是最重要 
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的。本懂得多证多驳法,不采取或有一失主义方案，不可能真 
正理 ) fe 这样的时期6 

为什么欧几里得会成了缠身之鬼，尤其是数学历史与数学 
教学一无论是入门阶段还是创造阶段一的缠身之鬼？原因 
就在这里。® 


® 也在这十年,黑格尔哲学与其万无一失主义先躯彻底断交，又为崭新的认 
.识路线提供了强大开端。（黑格尔与波普尔代表近代哲学中仅有的两大或有一失主 
义传统，但连他们也都犯了给数学留下万充一失的特权地位的错误。）德摩根有— 


段话显示了四十年代或有一失主义的新 格调： 

"有时仿怫是定下了万全之计，凡有少许难处的东西，不全盘拒绝，就全然不 
'下结论，不肯费点心思去审査似是而非的矛盾。如果那用意是说 * 凡不是在全部立 
匕范园内成立的都不当经久使用、盲目倌从，那么，至少我是不会对如牝含理的 
方针持异识的 * 可是，如果言夕卜之意是指，凡不可笼统.理解原意的都不得传授给学 
无论是否有所提醒，那么，我就不以为然了。我要抗议给这类论断横加某种 
限制，据我的意见，这不仅难免使人锚看了实际上确有所知的是什么，而且难免使 
发瑪过程停±前进。据说数学抖学 每一部 分都是准确到了头的模范，作如是想者不 
乏其人，但超出了几何，却并不其麁远处的边界始终还是一知半解，边界外 
的 旷莳更 厲绝对无知。但是，要将稳 + 定+的国土 F 大，龟缩于腹地总不是出路[这句 
话是针对母外除外毕的: U 唯有出海去发现才行6而且,我完全深信，应当按这种方 
式训练学生:就是说，要教他怎样耕耘應地,同样也要教他怎样勘察边界0所以 * 在 
'本书后面4章，我从不顾忌痺用我自觉无可怀疑的方法，因为我讲明了这些方法 
未完成，也因为起杯疑的是心切的莩员，不是感势 j 不满的批评家^经验常常表明， 
有缺陷的结论倒是靠不懈的思考变成了易慵和严格的结论，可是谁会去指贵永远 
不准他商榷的结论呢?一铕注意数学中无疑点可切磋的部分，后果便是厌恶推广分 
析所绝对必要的各神处理方式。假使过去让受过专门训练的人开垦数学的髙深部 
分,也许就能摆出点理由禁止普通学生染把这门抽象科学的未稳定部分，乃至纯 B 
辨部分:而把这两郞分留给另一种人，他们的本职正是要使前一部分淸晰 t U 后一 
部分有用*然而，事实上，在这寸囯家，注意到了数学自身多少有些困难的入，甶 
于爱好或环塊方面的变故，只有少数干了自己的本行。这样的变故想必还会越来 
越多，因为，视在是只要有本事攻读应用数学高深部分的学生 * 都允许他们各有 
各的机会让人拉去开 S 分析的高深部分，但这一部分与其说是关系到分析目前在 
物质科学中的应用，倒不如说是关系到分析未来的进步，（德摩根 [1&42 L 第 vii 

D . ■. 
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按语：这个附录没有讨 论多证 多衮法的第五，六，七这 S 

• 丨 

个补充阶段 o 这里我只想提一提，如果有条不紊地追查其他证 
明中是否用到一致收敛（第五阶段），本来会很快驳倒和改进哥 
西所证 明的另一个定理：任何连续函数收敛级数的极限的轵分 
都是各项积分的序列的极限，筒言之，对连续函數级数来说，极 
限运算与积分运算 可互换 a 在整个十八世纪，这一点向无争议， 
甚至高斯也不加三思就用了。（见高 MW 13], 克诺普 [1928] 和 
负尔 U 94 S ]。） 

1847年发现了_致收敛的赛德尔，偏偏没想到瞧瞧其他话 
明，看其中是否隐约地假定了这个概念。同年发现_致收敛 —— 
虽然不是借助于多 iE 多驳法——的斯托克斯竟在 同一篇 文章用 
了有关级数积分的那个假定理，是引自穆阿格诺的（斯托克_ 
[1848])。（斯托克斯还犯了一个 错误： 他自以为证明了一致牧 
敛不只是极限函数连续的充分条件，而且是必要条件 

M 数积分也要依赖一致收敛假定的证明所以迟迟未发现， 
也许是由于那个原始猜想只是在1375年才被一个具体的反例驳 
倒（达尔布[1875])，当时早就用证明分析在哥西证明中寻找一 
致收斂的踪迹了，但这种分析无反例作触发剂。追査一致收敛 
这项工作一旦完全由魏尔斯特拉斯带头进行，立刻在有关逐项 
微分、双重极限等等的证明里发现了这个概念。 

等學是核查前此釆纳了的引自（已被驳倒的）原始猜想 
的推^4教遠些推断么？还是说引理被驳倒招来了一场损 
失惨重的大破坏呢？比方说吧，逐项积分原是富里叶猜想的狄 
里希勒特证明的一块基石。杜布瓦-瑞蒙用戏剧性语言描写了当 


@据布雷思韦特说，"欧几里得，这位教学和无自 我意识 的科学的护身之神， 
成了科学哲学的——其实也是形而上学的^身之鬼，(布當思韦特 [ W 53]， 第 
353珂。)然而,他这个 VF 语出自一种静止的逻辑主义效学观， 
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时的局势。俛说，三角级数理论巳被*开肠剖肚％它的两大关 
鍵性定理已被“釜底 抽薪” 

整个理论一 下子被 推回到执里希勒特以前乃至富里叶以前的状态 

了. 

(杜布瓦=瑞蒙[1875〕，第120页。）看看“抽出的釜底 之葙” 是怎 
么塞回去的，这倒是一项极有趣的研究。 

在这个过程中，滔滔不绝的反例涌出 地面。 但研究这些反 
例——多证多驳法 的等卡 盱學——直到上世纪最后几年才开 
始 # (例如，杨在非一致收敛点分类与分布方面的工作》见杨 
[1903—1904]*) 
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附录二演绎主义方案与 
助探方案的对立 

1. 演绎主义方案 

欧几里得方法论发展了某种不可违抗的叙迷体例。我要称 

它为*演绎主义 体例％ 这种体例一开始是不辞辛苦地列 一张兮 

寧、弓 J 學和(或)卑；的清单。公理和定义往往象是生造的，是 

蠱杂 i 鸟秘不堪^无从得知这么复杂的东西是怎么钻出来的。 

跟在公理和定义清单后面的是措辞审慎的定理。其中塞满了繁 

* * 

而又繁的条件，看上去谁也不可能有幸嗦出这样的条件。跟在 
定理后面的是译咢。 

根据欧几^^的礼仪，学数学的都有义务小心侍候这套念 
咒的把戏，缄口不问背景，不问戏法是如何变成的。假使徒弟 
无意间发现有一些不雅观的定义是证明生成的，假使他不加掩 
饰地怀疑这些定义、引理、定理怎么会走在证明前面，那就暴 
露了他在数学上的幼稚，法师就要因此将他依法流放•① 

按演绎主义体例，凡命題都真，凡推论都有效。这么一讲， 
数学就成了一个永恒不变的真理越装越多的集合。反例、反 
驳、批评严禁入场 • 开讲便是化装过的怪物除了外的证明生成 


①有些教科书声称，作者不期待读者有任何预备知识，只期待读者在数学上 
相当成熟。这话的真意往往是指，他们期待读者天生躭有作炚几里得式论证的 "能 
力'对发问背对诒证背后的助探过揑則金无不合天性的兴趑 • 



定义，便是羽毛丰满的定理，什么原始猜想啦，反驳啦，证明 
挨过的批评啦，都给封存起来了，因此，不用担心这个学科摆 
不出权威气派。演绎主义体例把斗争掩盖了，把冒险掩盖了。全 
部的来龙去脉都不 见了， 定理在证明过程中先后改换过的暂用 
表述命里注定要被埋没，而最终成品也就被捧成了万无一失的 
神物。① ' 

^ 有些维护演绎主义体例的人声称，演绎是数学中哗一吵助 
探模式，发现的逻辑不外是演绎。®另一些人明白这活不真，但 
明白之后又由此引出了数学发现全无理性可言的结论。于是， 
他#1声称，尽管数学发现并非靠演绎进行，可是，如果想叫 
我们对數 学发现 的叙述按理性进行，也只好按演绎主义体例进 

( D 人们还不大明白，现今的数学与科学教育是权威主义的溫宋》是枇判的拽 
立思考最恶劣的敌人。这种杈威主义在数学里奉行枣—丰冬摸式，在科学里却是靠 
归纳主义模式远神通。 + 

- ■ 士纳主义体洌在料学里有悠久的传统 * 照这种体例写的理想的文章一开始是 
不辞辛苦述实验设备，然后是描述实验和实险结果。文吉结尾 处也许 是一个 
11 概恬" * 发问势态、实睑所要检验的猜想则藏而不露。作者以有一顿洁白的处女心 
自夸芦:得懷文章的寥寥无几， 国为真 正了解发问势 态的兒 有那么几个人9 (归的 
主又甚辦皮映蚪学家想吹嘘他从—颗洁白的心开始研宄的虚荣心，事实上他心中 
A — 开始訧充满观念》)这种把戏，耍的和罾的都只能是 一帮子 挑选好的行家一 
也未必总是聲,得转、、看得懞。妇纳主义体例正象它的演绛主 义孪生 兄弟一模—样 
(长相可不是一模一梓！） * 自称有什么客观性，其实是在助长说秘传的行话，是在 
疲蚌科学、窆息批评、使料学权威化《按这样的叙述 方式* 反例永远不 许出现 。据 
说谁部是从观察(而菲理沧)开始，但是，显而易见，除作先有理论，谁也不可能现 
寒到反, 

® 这些人声称，数学家从一颗洁白的心开姶，在闹着玩的自由创造活动中 * 
食他们的“崁设立公理和定叉，只是到了偏后的阶段才从这些公理和定义演绎出 
定理 # 如果按某种解释公理真，那么定埕也冥。数学上真理的传送带是不会出漏子 
的 9 知果不承<致_只隈于形式系统的话，在我们对处钥过程作过案伊 j 研究乏后， 
总的说苹，这十维护演绎主义体例的论据就可以排 除了。 

波任尔 说明断言归纳是科学发现逻辑的人错了，本短论的用意是说明断言商 
_是货学发现逻辑的人也错了 •波普尔批评了归纳主义体例，本短论则是试图批评 
演绎主叉体钶 
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行， 

所以，时 下有两 神主张演缂主义体例的论据6 —种论据的 
出发 点是： 助探论是合乎理性的和演绎主义的。第二种论据的 
出 发点是 i 助探论不是演绎主义的，但也不是合乎理性的 

还有第三种论据。有些不喜欢逻辑学家、哲学家和其他怪 
癖狂干涉内政的务实数学家常说，引入助探体例，教科书就得 
重写，准会长得谁也无法从头读到尾。文章也要拉得很长很 
长。®对这种世俗的论据的回 眘是： 那就试试看吧。 

2. 助探方案 4 证明生成的槪念 

这一节要给几个数学上重要的概念作简要的助探分析 * 希 
望这些分析会显示把助探成分引进数学体例的优越性。 

我们己经提到了，演绎主义体例以人为的权威方式硬把证 
明生成的定义跟它们的^证明祖宗”扯开，把它们讲成从天上掉 


①这种说教是大多数牌号的形式主义数理酋学的一个童要郎分，一谈到 S 
现，形式主义者总要区分发现的方面与梭正的方面，"发现的方面留给心理学分折， 
逻辑只过问核正的方面"(赖 咏 赫 [1947 ] ‘， k 2 在布雷思韦特[1邱3]第27页 

上，甚至在波普尔 [1359：] 第 31— 32页上和 [1953] 里，也能找到类似的观点。波普尔 
曾经把有关发现的问题分给心理学和逻珥而不给助捽沦这个独立研究铒域留地位， 
当时(事实上是在1934年)，他显然还不明白，他的“发现逻辑**是合乎逻辑的科学进 
步襆式 + 但“合乎逻辑 # 不是只按严格意义来了解的6他的书名自悖其理的根源魷在 
这里。那 本书的 ^■点+似伞看 尙命: 榼而金初 L 都错了，并&有科学发现的逻辑: 
( b > 猜想和反驳的逻辑訧是科学发现的逻辑。这个悖论的解法唾手可得： （ a ) 没有 p 
无一失主义的科学发现的逻辑，即万无一失地得出结果的逻辑； （ b ) 有或有一失主女 
南僉这才是科学进步的逻辑。波曾尔正是为萃吁 发现逻 辑莫定了基础的人， 
但对他的研究是什么性质这个元间速并无兴趣，所沾不明白这既 作心理 学又菲 
逻辑，这是一门独立的学间，就叫发现逻辑，也訧是助探论。 

® 诚然，必须承7这样的文章会少得很，因为，一讲发问势态，就会过分明 
屝地暴霣相当多的文章说不到点子上去 • 
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下来的；把引导人们发现它们的反例掩盖起来了相反的，助 
探体例使这些因索非常明朗。它强调发问势态，就是说，强调 
生育新概念的“逻辑”。 

让我们先看看怎么按助探体例引进证明生成的一致收敛概 
念，这是前面讨论过的（附录1)。讲这个例子和别的例子的时 
候，我们确实要假定读者已经熟悉多证多驳法的专门术语。但 
与通常要求读者熟悉公理、初始术语这类欧几里得纲领的专门 
术语相比，这也不箅要求过髙。 

( a ) —致收敛 

Eft 莱布尼茨连续性原理的特定款式，说的是 t 任何连 
续函数收敛序列的极限函数都是连续的 m^rnm 

早舉：哥西的连续性定义把正葱提 到一个'更高的水平 他 
的皁 x 垮苹使富里叶的反例合法化 6 同时这个定义也排除了靠 
添垂直线来恢复连续性这神可能的折衷方案，于是与某些三角 
级数合在一起产生了反题的负极。 4 正极”被哥西证明强化了， 
后者将是一致收敛概念的证明袓宗。“负极”则被原始猜想的越 

来越多的全局反例强化了。 

* ■ * » 

令學：识破了全局反例构成其局部反例的尽 ipfa ， 改进 
了证明，改进了猜想。合题的典型成分脱颖而出，这就是率旱 
及与它相伴而行的荜哕丰摩寧幸“一致收敛 '① • • 

这里我使用了黑格尔式的语言，据我想，一般说来，它是 
能够描述数学中形形色色的发展过程的。（然而，它既有 魅力， 
也有危险6)这套语言底层的黑格尔式助探论见解大体是这样 
的。数学活动是人类活动。如同任何人类活动一样，这种活动 
的某些方面可以由心理学来研究，另一些可以由历史学来研究 0 
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助探论首先感兴趣的不是这些方面。但是，数学活动产 生了数 
学。数学，这种人类活动的产物，从产生了它的人类活动中#使 
自身外化' 它变成一个活生生的生长着的有机体，摆脱产生 
了它的那种活动而華爭亭呼亭寧浮》它发展出了它自身的自律 
的生长规律，它自 i 些规律只有在人类活动中才 
能实现它们自身，而真正的有创造性的数学家正是这些规律的 
人格化、肉身化。然而，它们的肉身化很难得是完善的。作为 
人的数学家的活动，当它在历史中出现的时候，只不过是数学 
理念的竒妙辩证法的一个正在盲目摸索的实现。不过 * 任何数 
学家，只要他有才干、有生气、有天资，就是与这种理念的辩 
证法息息相通的，就感受得到它扫荡一切的力量，就要遵照它 


①出于某种理由，在某些教科书里，一致收敛被挑选出来作例外的（准助探 
的)处理。比方说 * 备丁 [1953] 先设了一节，叫 “主要 问题的讨论”(第115貝)，在 
其中提出了原始 S 想和对它的反驳，然后才引进一致收敛的定义。他的叙述有两 
个缺点： （ a ) 魯丁不是只摆出了原始猜想和对它的反驳 * 倒是追问起原始猜想是 
真是假了，而且用众所周知的例子说明了它假。可是，这么做，他就没有越出万 
无一失主义的 体例： 他的"发问势态"中并没有猜想，倒是有一个生编硬造的尖说 
问题，后面跟着一个给出毅然回答的例子（不是反例）。魯丁没有讲淸一致收 
敛概念脱脍于证明，按他的叙述 * 倒是定义先于证明 • 既然踩不出演绎主义体例， 
也不能不如此，因为，假使他先给原证明，然后才给反驳，再继之以改进了的证 
明和证明生成的定 X ,他就暴黹了"永远静止”的数学在运动、“万无一失"的数学 
或有一失，訧眼欧几里得传统不一致了，（恐怕该补充一句，我坚持引魯丁的书正 
因为它是符合这个传统的晟佳敎科书之 一。) 举螫丁前言中的话为例，明确看出定 
理的陧设是为保证结论有效所宾正必需的，这看来很重要，尤其对初学者很重要。 
为此， 正文 包括相当多的反例。 " 不幸，这都是些乔较反例 * 其实只是例子，想显 
示聪明的数学家怎么把全部假设都收进了定理 * 他可不谀这些假设是从哪里来 
的，是从证明计谌来的，不说定理不是从数学家脑袋里蹦出来的，不是象智窻女 
神锥典娜似的全副武装地队宙斯脑袋里出来*不能只看他用 了“反例** 这个词钛犯 
迷糊，料定他在用或有一失主义的体例 a * 拉卡托斯对鲁丁著作的评 

语全部 是根据该书第 n 拉卡 托斯引的话未 4命段都能在 w 似年出的第 2 版找 
到. … 
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的命令行 事。® 

可见，助探论过问的是自律的数学辩证法，不是数学史, 
虽然只有通过研究历史、通过按理性再造历史，它才能研究自 
己的对象。® 

( b ) 有界变分 

分析教科书引进有界变分概念的通用办法是权威性演绎.主 
义体例的一个模样挺标致的例子6我们重新拿起鲁丁的书吧4 
在他讲黎曼-斯蒂杰斯积分的那一章半当中，他突然引进有界变 
分函数的定义 * 

6.20 .定义6令/定义在上。规定 

♦ ♦ 

(37) V (/)= Lub ±[ - Kx , - J ) !， 

此处 Lub 在的所有划分上来取，如果 V (/) 是 

①这神黑格尔式的外化了的人类活动有自律性的观念，可以为思考 有关社 
会科学 * 尤其是经济学的恃质与方法论的某些问 题提供 线索，我将数学家理解为 
数学的不完#的人格化*与马克思将资本家理解为资本的人格化十分类似。不幸 
的是，马克思没有把他的见解加以限制，不强 调这神 人格化的不完善性，不强调 
这个过程的实现丝奄也不是铁定的。与马克思的署法相反，人类活动永远可以遏 
制或歪曲外化了的过程的自律性，也可以造成新的自律性， 

© 编者按：我们觉得有把捏说，拉卡托斯会在某些方面修改这段话，因为， 
随着他工作的进展，他的黑格尔主义背景的支配力越芰越弱了。然而，他一如既 
往，相信承认人类求知活动的产物有局部自律性是起核心作用的 。在那命题的客 
观内容构成的世界里（狡普尔后来称作"第三世界见他的[1972])，存在着不 
以我们是否承认其存在为转移的问题（例如，各命题在逻辑上不一致所引起的问 
題）：因此，我们可以发现（而非发明）埋智上的问题，不过，拉卡托斯牮竟相信 
了，这些问题不“强求” + 古解，也不左右自身如何求解： 倒不如说, 力解决这些问 
题所必不可少的还是人类的创新能力（也许出现，也许不出现夂前一脚注 对马克 
思的批评中就有这种观点的预兆 • 

* m * 



鲁丁 [195?], 第99_100页 # 
同上书 t 第106页， 

同上书* 
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看 穷的，我们就说/是 ?>] 上的有界变分函数，而称 
VU ) 为 f 在上的全变分。① 

为什么我们正好该迷上这个函数集呢？演绎主义者的回答 
是 t “拭目以待，观其后效' 好吧，咱们就拭目以待，聆听讲 
解，试观后效如何。定义过后是几个精心设计的例子，好让读 
者对概念的定义域有点观念(这种讲法，诸如此类的讲法，便 
鲁丁的书在演绎主义传统的圈子里成了突出的佳作)。然后是一 
串定理22, 6.24, 6^5), 然后突然出现下面这个命题： 

4^2. 如果/是有界变分函数， g 是在 [ Ab ] 上连续 
的 ，那么 / eR *( g > 0 ® 

是相对于 S 可积的黎曼-斯蒂杰斯函数的类。） 

要是我们真正懂得了黎曼-斯蒂杰斯可积函数到底为什么 
如此重要，也许会对这个命翅更感兴趣吧。但鲁丁甚至提都不 
提直觉上最显然的可积性概念，即哥西可积性，而正是对这个 
概念的批评引出了黎曼可积性的。总之，如今我们有了一条定 
理，里头出现两个神秘概念，有界变分与黎曼可积性。不过，两 
个神秘物相加并不等于理解。莫非对"有能力和嗜好追赶抽象 
思考的列车”的人,®这种加法可行？ 

助探的叙述方式会显出黎盎-斯蒂杰斯可积性与有界变分 
这两个概念都是证明生成的概念，来源于同一个 证明： 富里叶 
猜想的狄里希勒特证明。这个 5 E 明给出了两个概念的发问背 
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富里叶的原始猜想®可没用什么神秘的术语。这个有界变 
分的"猜想祖宗"说，任意函数是可按富里叶级数展开的。®这真 
是个简单而又十分扣人心弦的猜想。这个猜想是由狄里希勒特 
证明的狄里希勒特细心审査了自己的证明，把各引理作为 
条件插入富里叶猜想，因而改进了那个猜想。这些条件便是大 
名鼎鼎的狄里希勒特条件。他得到的定理是，所有满足下列条 
件的函数都是可按富里叶级数展开的： （1) 在跳跃点上的值是 
+ [ Kx +0) + ^>-0>：(,(2) 只有有穷多个间断点 ，（” 只有有 
穷多个极大值和极小值0® 

所有这些条件都是从狄里希勒特的证明里来的。只是在第 
三个条件上 * 狄里希勒特的证明分析不当，因为他的证明事实 
上仰仗的只是函数的有界变分。18耵年约当批评了狄里希勒特 
的证明分析，改正了他的过错，因而变成了有界变分槪念的发 
现者。可是，这个概念不是他发明的，也不是他“引进”的，⑥倒 

①这个证明也好，把它总结在一起的定理也好 * 螯丁的书里其实都提到了 * 

可是藏到了第8章习匦 VT 里（第164页），踉前文按权威方式引进的那两个概念彻底 
绝了缘， 

© 富里叶[1803]，第112页。 

® "可按 富里叶级数展开”是指“可展开成一个有富里叶系数的三角级数' 

④ 见他的[1&29]和 [1 S 3 T ], 这个证明的背景有许多有趣的侧面，不幸现在 
都不能深谈；例如富里叶原“证明 w 的价值 问題， 汍里希勒特随后两种通玥的对比， 

还有狄里希勒恃对哥西较早的证明（[以26])的毁灭性批评。 

⑤ 这里应当提一提，狖里希勒待证明弁未以第里叶原猗想的反例为先导， 

也未受反例的刺激。没人举过任何反例：串实上哥西还 " 证明*•过原请想哩(参见第 { 

15 T 页注① i 他的证明的有效范围是空集 h 多亏狄里希勒特证明的引理，尤其是 I 

头一条引理,才诱发出最早一批反例。这且不说，富里叶猹想的第一个反例也毕 
竟萑 1 S 76 年才由杜布瓦-瑞擎楞出来的，他找出了一个不可按寓里叶级数展开的 
连缤函数。(杜布瓦-瑞寒 [1 打 6] J 

⑧凭空“引进4概念是一种叛法，按演绎主义体例编写的历史乞灵于这种麋 
法是很常见的亊》 
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不如说是他重作批判的审査时在狄里希勒特证明里萃 琴呼。 ⑦ 

狄里希勒特证明的另一个弱点是用了哥西积分定 A / 这种 
积分是只适合连续函数的工具。根据哥西定义，不连续函数根 
本不可积,而由于这个事实也就不是可按富里叶级数展开的。为 
了遒开这个因难，狄里希勒特把不连续函数的积分看成函数有 
连续性的各区间上的积分之和。如果间断点数是有穷的，这很容 
易做，但如果是无穷的就引起困难正因为如此，黎盎批评了 
哥西的积分概念，发明了一个新概念。 

这样，有界变分与黎曼-斯蒂杰斯积分的两大神秘定理就 
还了本相，施不出权威性的魔法了》它们的来源都可以追溯到某 
种轮廓分明的发问勢态，追溯到对以往的解题尝试的批评。前 
一定义是证明生成的定义，由狄里希勒特先作初步表述，最后 
才被狄里希勒特证明分析的枇评者约当发现。后一定义来自对 
以往一个积分定义的批评，因为它被人看出无法应用到更复杂 
的问题上去 a 

我们介绍这个助探讲解法的第二例时，遵循的是波普尔猜 
想与反驳逻辑的模式。这种模式比黑格尔模式更贴近历史…黑 
格尔模式把 A 试试错错”给打发掉了，认为那是客观理念的必然 
发展在人类身上的一种纯属盲目摸索的实现。不过，即使是在 
波普尔牌号的理性助探论里，也必须区别立意要解决的问题与 


® 见约当 [1 SS 1] 和 [1 SS 3] 第 241页，约当本人强调，他修改的不是狄里希勒 
恃的证号，只是他的定理。（“ 可见狄里希勒待的证明不必修改就能应用到每 
个振会示六的函数， + V ) 然而，齐格寒特却弄锚了，据他说，约当定理与犹里希 
勒特定理相比 w 只是在外观上 S —般”(齐格蒙特第25页)。这种说法适用 
于约当的证明，不适用于他的定理。不辻，说约当把狄里希勒特定理 w 推广”到有 
界变分函数这类范围更广的函数(例如舍克伐尔威-纳吉 n 恥第272页），也同 
样弓 i 起误会。卡尔斯拉夫在 [ 1 的0 ] 丐今里也表现出对证弭分折缺乏理解。他 
没有察觉，狄里希勒特证明是有界全合证明生成概念的证明祖宗。 
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事卖上解决的问题,也必须 区别— 偶然的”错误与 * 本质的镄 
误，前一种错误消失了就消失了，对它们的批评在今后发展 
中什么作用也不起；后一种被驳倒之后还会在某种意义上被保 
存，对它们的批评是今后发展的基础。在助探叙述里尽可略去 
偶然的错误而无所失，研究这些错误只是历史学的事情 # 

我们仅仅勾画了导致有界变分概念的全过程的前四个阶 
段。这里只提示一下这个引人入胜的故事的后半段。第五阶 
段，在其他证明中追査新找到的证明生成概念，结果立刻在 44 听 
有曲线可求长”这个原始猜想的证明中发现了有界变①第七 
阶段把我们领到了勒贝格积分和现代測度论* 


历史按语。我们可以绐正文讲的故事添加一些助探论上挺 

• • * * 

有趣的细节。狄里希勒特深信，他的第二、三条引理的局部反例 
并不是全局反例 i 例如，他琛信，所有连续函数都是可按富里叶 

» » * » 4 * 

级数展开的，与极大值和极小值的教目无关。他还希望，在他 
的证明里作些简单的 更 改就能 i 正明这个更一般的结果 。人 
们广泛接受了这样的观 (1) 狄里希勒特证明只是部分的证 
明 〆 2) 作点小更改就.能得到最终的证明•这种情况从 U 29 年延 
续到 IS 76 年，那一年杜布瓦-瑞萦造出了窗里叶老猜想的举了个 
真正的反例，就此使这类.小更改的希望归于幻灭。 约当发 
界变分似乎受到了这个反例的刺激。 

有件趣事值得一提：高斯也曾鼓励狄里希勒特改进他的证 
明，务求其适用于不拘有多少极大值与极小值的函教。妙得很， 
不论是1829年还是1837年狄里希勒特都没有解决这个问题，伹 
1沾3年他仍然认为解法显而易见，居然在他应高斯之请所写的 


® 这次发现，杜布瓦-瑞兼 x 当了先驱（[1379]， [ imn , 敏锐过人的约 
当又成了实际的发现者(约当 [1 肋7]，第594—598页和 [1 S 93； U 第 100— 103页） * 



煑信 里即兴草成（秋里希勒特 DS 53] 乂傀的解法要点是这 样的: 
极大值与极小值集在所考虑的区间中不得有任何凝聚点，这对 
他的证明糸说其实是一个充分 条件。 至于他谈到间断点有穷多 

的第二个条件，他在1829年写的头一篇文章里早已说过可以更 

• * * 

改。他曾在文章里断定，事实上只要间新点集无一处稠密，他的 
证明便适用。边些修改告诉我们，狄里希勒特十分关心知何分析 
他的证明的 R 题，深傖它适用的函数比满足他那些谨慎的条件 
——后人称之为狄里希勒特条件——的函数要多。他在 [1837] 
里根本就不陈述定理，这很能说明他的态度。他姶终深信自己的 
定理对所有的连续函数都成立，他姶高斯的信是明证，他亲 P 
告诉颇有怀疑派之嫌的魏尔斯恃拉斯的话也如出一辙。 （参见 
«奥斯特瓦尔德精密科学经典丛书》，186册，1913年，第1烈页。） 
要知道，他在 [1829] 里陈述的定理其实是囊括了“自然界中 
出现”的一切类型的函数的。再作更进一步的更精致的分析，就 
会跨入很“纯粹”的分析领域了。我漩说，对狄里希勒特证明的 
分析——以黎曼为最早一是现代抽象分析的井端。最近大家 
广泛接受了朱迪安的见解，以为富里叶起了决定性作用，我觉 
得这是夸大其辞 & 富里叶这个人，对超出直按应用的数学论证 
全无兴趣。狄里希勒特的思路的确不同。他模糊地感觉到了，分 
析他的证明 f 要一个新的概念框架。他的文章 [1829] 里彔后廊 
句话是一个中肯的预言： 

可是，想把这件事搞得清 m 楚楚，尽如人愿，需要加上一些与 
无穷小演算基本原 理密切 相联的细节，这些细节要在另一篇附 ■ 
记中讲到 . 

可是，他一直没有发表他答应写的附记。是黎曼恍评了哥 
西积分 概念，才澄消了 “与无穷小.演算基本原理密切相联的细 
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节、 是黎曼有条不紊地讲清了狄里希勒恃的模糊感觉，又引进 
了一套单命的技术，才把数学分析，其实也才把理性推进到一枇 
函数所在的地带，这抵函数在自然界中不出现，历来被看成怪 
物，至多也只是无趣的例外或“奇异函数 v 而己6 (这正是狄里希 
勒特的态度，他的文章[18 2 9]和他姶高斯的信里都表露过的。） 
在这里，有些万无一失主义的数学史家施展了目无历史的 
花招，把一段漫长的充满斗争和抵评的发展过程压缩成了孤零 
零一次万无一央的颉悟，把后世分析学者才有的成熟程度赋与 
了狄皇希勒特。这些反历史的历史学家把现代的一般实函数概 
念归功于狄里希勒特，因此把这个概念命名为狄里希勒恃函数 
概念灭尔在 [1945] 第293页上断言，“狄里希勒特给一个（实数 
值）变元的（擞值）函数下的定义是把它当作一张表*或者当作 
两个数集之间的对应或相关，这暗示了某种点集等价论' 艾尔 
要人参考“狄里希勒特 t < (全集第135 页、 可是，那里并没有 
诸如此类的东西。布尔巴基说 ，谁都 知道，就在狄里希勒特把 
富里叶的思想精确化的时候 * 他趁机给一般函数概念下了定义 * 
跟我们今天所理解的是一样的。”（布尔巴基[ I 960]，第247页 
布尔巴基说是“谁都知道”，却不提任何参考文献。在大多数经典 
教科书里都找得到实函数概念“出自狄里希勒特”这种说法（例 
如皮尔庞特 [190 S ], 第120页）。可是，在狄里希勒特的著作里根 
本就没有这样的定义，倒是有充分证据说他对这个概念一无所 
知。比方说，在他的文章 D 837] 里，讨论到分段连续函数的时 
候，他竟然说函数在间断点上夸甲个隼 t 

这条曲线由若干段组成 . 我们把它的 x 与 y 坐标分别记为尽与 

♦ 在 x 轴上方与 )3 的某些特殊值对应的点上 * 曲线的相邻 

部分是隔断的：每个这样的^坐标事实上 有两个 欠坐标同它对应， 
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其中一个厲于到该点止的部分，另一个属于由该处始的部分。下 
文有必要区分的这两个值 f 我们要把它们记为与 

+ 03 + 0 )* 


这些引文表明狄里希勒特距离“狄里希勒特函数概念”多么远， 
容不得有半点合理的怀疑了。 

把狄里希勑特跟“狄里希勒特定义 9 扯到一块的人 t 照例 
要想到他的文章 [1829] 最后一页上出现的狄里希勒特函数，即 
X 是有理数时它是0、>:是无理数时它是1的函数。麻烦之处又 
是狄里希勒特仍旧主张所有真正的 ® 数事实上都是可按富里叶 
级数展开的，足见他明明是把这个“函数”当怪物设计出来的。照 
狄里希勒特的看法，他的“函数 & 不是“普通”实函数的一个例子， 
而是名不副实的函数的一个例子。 

妙得很，场力叫人注意子虚乌有的狄里希勒特函数定义的 
人，偏偏不注意他那两篇文章的标题说的就是任何“完全任意 
的 ”3数展开成富里叶级数的问题。这就意味着，照狄里希勒特 
的看法，狄里希勒特函教是在这个“完全任意的 ® 数”的家族之 
外的；这就意味着，他是把它看成怪物的，因为，“普通”函数非得 
有一个积分不可，而这玩意儿显然没有。黎曼抵 i 平哥西教分概 
念以及狄里希勒特作的頋此失彼的更改的时候，其实是批评了 
狄里希勒特狭隘的函数概念 * 黎曼告诉人们，在每个形如 
的有理数上都不连续的函数（此处 P 是奇数，与《互素） * 尽管 
在一处处稠密集上不连续，但只要我们加宽积分概念，就连这 
样的怪物也是可积的。因此，这个与狄里希勒特函教如此窗间的 
函数是普通函数 〆 黎曼对积分概念的推广丝毫不是“任 意的、 
他迈出的革命性的_步是，不再去 问鄧一 种函数是可按富里叶 
级数展开的，而去问哪一种困数是三角级数所表示的 * 他銪目 





标是大大纩充积分概念，让所有构成三角级数之和的函数軔务 
必成为可积的，从而成为可按富里叶级数展开的。这是概念工 
具主义的一个十分漂亮的事例 6) 

这里或许该认一认狄里希勒特建立了 “孜里希勒特函数定 
义，这个谣言的始袓是谁6这个人就是汉克尔6他分析 S 数概 
念发展的时候 （[1882], 第 63—112 页），解释了富里叶的结果 
怎么破徐了老的函数概念，然后接 着说： 

剌下的事情只是，第一，删去函数应有解柝式这个条件，理由 
是这个条件无吳紧要；第二，劁掉那只癯子的同时，作如下的 
精释： y 叫做 x 的函数，如果变元 x 莅某区间内的每个值都有 y 的 
一个确定的值同它对应，不论：V是否在整个区间内按同一规律 
依赖于 A 也不论这种依赖关系是否能用数学运算来表示。这个 
纯名义的定义，我要归诸于狄里希勘特，因为它的基础是狄里 
希勒特论富里叶级数的 工作， 正是这项工作证明了老概念站不 
住脚 . 


( C ) 卡拉西奥道里可测集定义 


从演绎主义方案转到助探方案确有困淮，但有一些教现代 
数学 的教师已经明白需要转了。让我们瞧一个例子。在现代测 
度论或概率论教科书里，我们经常跟卡拉西奥道里可测集的定 
义迎面相遇： 


设^是一可传3一环 H 上的外测度。 H 中的集合 E 是从*— 
可 测集， 如果对于 H 中的每个集合 A fl 


①哈其斯[1950]，第44页* 



这个定义，按庳貌来说，势必令人百思不得其解0当然，永 
远有一条轻松的路可走 t 数学家喜欢怎么定义自己的概念就怎 
么定义。不过，严肃的教师是不肯这等轻松地溜之大吉的。他 
们也不会说，这才是可_性的年,、專李的定义，有成熟的数 
学洞察力理应把它看成这样的 is 。 事实上，他们照例是给一 
个颇含糊的提示，说我们应该瞧瞧后面由定义引出的各种结 
论，定义是教条 I 只有从定义引出的各种结论才能给我们新的 
洞察力”。2> 所以，我们只能先信奉定义，再看看发生什么事 
情*虽然这还有权威在手的气味，至少不失为懂得问题 在哪里 
的一神征兆。这总算是一种辩解，即使仍然是权威性的辩解。 
让我们引用哈莫斯给卡拉西奥道里定义作的辩解:“关于可 
测性的意义，除非熟悉后文打算一一发挥的它的义蕴，想有直 
觉的理解是相当难的％®然后他接 着说： 

不过，下面这个评注也许有点帮助。一个外测度不必 
是可数可加的集函数，更不必是有穷可加的6但可加 
悝这条合理要求总得设法满足，所以我们把可加坻分 
割其他一切集合的鄯些集合挑出糸。和*-可测性的定 
义就是要准确表述这种相当粗疏的描写。这个概念表 
面上挺复杂，然而有一个能核正它的最大理由，就是 
在证明§13里那条重要而有用的扩张定理时，用它作 
工具，取得了绝対完满的成功，尽管这可能是令人惊 


①曼格尔 [192 S ]， 第76页。波普尔在 [1 邱 9] 第55 M 上以赞同的语气引用过 

这句沄。 

哈莫斯[1^0]，第以页* 
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奇的 3 


这个核芷的前一部分，“直觉_部分，可有点误人子弟 & 因为，从 
后一部分就弄慷了，这个概念是个证明生成的概念，出现在卡 
拉西奧道里的测度扩张定理中（哈莫斯要到下一章才引进那个 
定理)。所以，它是否合直觉根本无所谓 & 它的真正理由不在它 
的直觉性上，而在它的证明祖宗上。总不该硬把证明生成的槪 
念跟它的证明祖宗扯开，它在助探论上是由证明派生的，总不 
该在证明的好几节乃至好几章之前就摆出来。 1 

在洛伊夫的 D 9 SS ] 里，这个定义摆得很是地方，摆在他讲 
濟度扩张的那一节，看成扩张定理中箱要的一个概念，我们将 
来冊要各式各样的概念，这里先收集垅 来，® 可是，这堆复杂 
透顶的工具里，他究竞怎么会知道哪一，些是将来干活所酹要的 
呢？不用说，他早已盘算好了将来他要找出什么，将来他要怎 
么做法6那又何必故作神秘，把定义放在证明前头呢？ 

很容易举出更多的实例来印证 I 讲出原始猜想、亮出证明、 
摆出反例而后按助探次序上升到定理和证明生成的定义，会躯 
散笼罩着抽象数学的那种权威无上的神秘主义，会收到制止蜕 
化的实效。给这种联化现象作 t 两三个案例研究，对于数学，必 
定功德无量。不幸，演绎主义体系和胲解数学知识的趋势在很 
大程度上还在保护“蜕化的”文章* 
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